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۳ 


فصل ۱ 


1 بم تسس و تناسب 


نسبت 93 کمیت ۱ 

نسبت دو کمیت همجتس کسری است که صورت ومخرج آن ‏ اندازه‌های آن دو کمیت 
برحسب يك واحد باشند . با تشکیل نسبت دومقدار نوعی مقایسه مابین آنها انجام می‌گیرد و 
معلوم می‌کند یکی چند برابر دیگری » یا یکی چه کسری از دیگری است . نسبت دو کمیت «عدد 
مطلق» است و برحسب و احد معینی بیان نمی‌شودء مثلا نسبت دوپاره نعطراکه یکی ۰ ۱ سانتیمتر 
و دیگری ۵ ۱ سانتیمتر است چنین می‌نویسند حد » چون نسبت دو عدد خارج‌قسمت آنهاست که 
به صورت کسر نو شته می‌شود ‏ بنابراين دارای همان خواصی است که درحساب وحبر پر ای کسر 
گفته‌ايم از آن جمله «صورت ومخرج کسری‌را مسی‌توان‌در عددی (جز عدد صفر) ضرب و یا 


بر عددی (حز عدد صفر ) تقسیم‌نمود» لدا نسبت دوپاره خط بالا به‌صورت + سل است» و نیز 
۱۵ 


می‌توان گفت که اندازه پاره‌خط کوچکتر 7 اندازة پاره‌خط بزر گتر است » یا پاره‌عط بزر گتر ِ 
پار‌خط کوچکتر می‌باشد (یعنی پاره‌خط بزر کتر يك ونیم برابر پاره‌عط کوچکتر است) نسبت 
دو عدد یا دوکمیت با نمادهای زیر نشان داده می‌شود (به فرض آن‌که این دوعدد ۳ و ع 
اختیار شوند) . 


الف . ۳:۴ یبا نم » ب : ۳ به ۶ که همان ۳ تقسیم بسر ۴ است » 
5 ِ د‌۰ ۵ ۷ : ۵ ۰/۷۵ 


تسبت ذو کمبت همچس بستگی نه و احد اندازه گیری آنها ندارد , 
مثال ۱- نسبت دو پاره‌عط به اندازه‌های سه‌متر و پنج‌متر برابر است با * که هردو 
۱ ۳ 
پاره‌عط با واحد متر اندازه گیری شده‌اند » اگر واحد اندازه گیری آن دوپاره‌عط دسیمتر اختبار 


شود نسبت آنها س" می‌شود که مساوی < است؛ اگر واحد انداژه گیری آنها سانتیمتر باشد نسبت 


آنها برابر است با سس یعنی برابر با ۳ است . 


مثال ۲ - نست دوپاره‌عط به اندازه‌های ۲ سانتیمتر و ۱۵ میلیمتر برابر است با که 
مساوی > می‌باشد. 

به مثالهای زیر توجه کنید : 

می‌خواهيم نسبتهای زیر را که با دوعدد یا دوحملة جبری‌نشان داده شده‌است تعبین کنیم. 


الف * ه هش به ه #۶ » ت‌ ۰ ۷ ۵ 8 4.9 ۳ ۲ب » 


۰ به ۲ (هکد) » ۵ ۰ ۳ به ۵0۲ (ه‌کگده) 
ی نت 2 و 0 
اين نسبتها به‌ترتیب عبارتند اد: ج ۲ ۱۷ ۳۲ ۲ ۲" و 


بار هوخطهای متناسب ‏ تناسب 
لد 
لب تب 201 
۴ ون ۳-۲۸۴ . 
۴ 0۲ .۰ ۴ ۵ 6۰ 
۳ ۸3 


با توجه به رایطة (۱) گوییم 
پاره‌خطهای((آر) و ۸۵ پا پباره‌عطهای 
((1 0 و نز 0 متناسب هسمتنك , 


تناس 

تتاسب ببان‌تساوی‌دو نست‌است. 

تناسب بین چهار پاده‌عط را گاهی با رابطه (۲(۲) و ۸۵/8)سح(() و ظ۸) هم نمایش 
می‌دهند , باچهار پاره‌عط با لامی تو ان‌تنا سبهای‌دیگری نیز تشکیل‌داد» ملاتاسب یی - تلد )۲( 
مقدار مشترك سبتهای تناسب () عدد مطلق ۶,ه است. مقدار مشترك سبتهای تناسب (۲) 
کد ام عدد مطلق است ؟ 

به طور کلی ار جهاد پاره‌حط به اندازه‌های ۵۰6 ر 0 چنان اختباد کنیم که تناسب 
9 بين آنها برقر ار باشد مقادیر یا انداژه‌های 6 ۰ 6۰ و 4 دا بهترتیب جزء های ال 
| جهارم تناسب می‌ناهیم » تناسب بالا را می‌توان به‌صورت ‏ : 6 و : 0 دريك سطر نوشت : 
دو جزه اول وچهارم یینی و ر 4 دا طرفین تناأسب ودو جزه دوم وسوم یی ۱9 و 6 را وسطین 
تناسب می ناهند . 


۴ 


خواص تناسب - درهرتناسب‌حاصل‌ضرب‌طرفین بر ابر است با حاصل‌ضرب وسطین» یعنی‌از 
ِ ( ۲ : ی 
تاسب سم ترجه می‌شود: ۰ ع۳۲ - 00 ِ زیر ۱ | گرمقد ارمشتر لهدو نسبت‌مساوی‌را 1 فر ض کنیم» 


داریم : ۳ و 6 سک وازآنجا > و » < 1 و ازضرب‌دونساوی اخیر نتیجه می‌شود 
:001 و به‌طور خلاصه 6 << 0 . 
از تسادی 06 00 چندین تناسب دیگر به‌شکلهای مختلف می‌توان نتيجه گرفت (مانند 


0۵ 
تناسب 0 م «چر | ُ«). تناس داراي خو اص‌دیگر ی دیز هست »ما دراين کتاب به‌طور انعتصبار 


آنها را ذکر می‌کنیم . 
۳ 6 0 . 4 ظ ۲ 6 0 6 
ار تناسب چم تناسبهایی نظیر ج- دح د چ سدم. و حدم نیزنتیجه می‌شود (چرا؟). 
64 و 6-۵ وا ۳ 
همچنین تناسبهای ِ ست (و) وس سس (۲) ازتناسب 5 نتیجه 


۰ ت‌ 0 
می‌شوند. ذیرا اسب (۱) حاصل ۳ س 1 - وامیباشد. 


(می گویند تناسبهای (۱) و (۲) به ترت تیب با عمل تر کیپ نسبت در صورت هو تفضیل سبت 


در صورت از تثاسب ۳-6 به‌دست آمده‌اند), ازتناسب * و تناسبهای ور تج و 
مس هلت را نیز مسی‌توان نتبجه گرفت (طريقهُ نتیجه گیری تناسبهای اخیر به عهدة 


دان شآموزان است 
ال از ات ره ان ایا هو ۵ و ۷ 
ی و 1 
نتیجه گرفت؛ باید توجه داشت که مقدار نسبتها درسه تناسب اخیر با هم مساوی نیستند ومقدار 
آنها به‌ترتیب برابرند با ۰۶۲۵و ع,ر ۱ و + و ۳ (دوعدد ۵ ۱/۶ عکس یکدیگر ند و 
و ۳ نیز عکس یکدیگر می‌باشند) . 


مسئله گر داشته باشیم : بت . . . سدرگ سوت سول ثابت کنید که 


ات رد0400 
را و 
حل داریم: 0-0 و 9-0۷ و 0۱1« 6 و... چون‌تساویهای اخیر ر اعضو به‌ عضو 
با هم جمع‌کنيم حاصل می‌شود : 
۷( . .. +64 0ص( ۵۷044) 


و از آنسا حت »0+۲4 
۱ ی 


مسئله ح مجموع دوپازه‌خط ۳٩‏ سانتیمتر نتیمتر است ونسبت آنها به‌یکدیگر مثل نسبت ۵ به ۸ 


می‌باشد می‌خواهیم انداره هر يك از دوپاره خط ۳ حساب کنیم 
حل- چون پاره‌خط کوچکتر را فرض‌کنيم پاره‌خط بزر گتر ‏ -- ۳٩‏ می‌شود و بنابه‌فرض 


۲ ۵ گ 
۰ دارد 2 ست مد 
از تر کیب ست درم نا تشه و ِ سس ی 
99 ۰ ۰ سیب 1 ۰ جک 
۳ كت وطبمر ۳۹-4 
۳ 
۳ ۳۹ 


ی تر و درنتشحه پاره خحط بزر گتر مسادی ۲۴ سانتیمتر 
واسط هندسی - اکر سه پاده‌خط به اندازه‌های 6 ۰ ط و 6 چنان اختیار ات۳ مابین 


آنها تناسب ۵ بر قرار باشد.در نتیجه تساوی 060 -- 0۲ نیز برقر ارخواهد بود و دراین‌صورت 
می‌گوييم پاره‌خط به انداز ط واسطة هندسی بین دوپاره‌خط به اندازه‌های ۵ و 6 می‌باشد . 

از تساوی 91-06 نتیجه می‌شود ۰ عج 0-۷ ۰ یعنی اندازءٌ واسطهٌ هندسی بین 
دو پاره‌خط برابر است با ريشة دوم (حذر) حاصل ضرب اندازه‌های آن دو پاره‌خط (بدیهی است 
آن دوپار‌خط باید با يك واحد اندازه گیری شده باشند) . مثلا پاره‌خطی به اندازهٌ ۶ سانتیمتر 
و اسطة هندسی بین دوپاره‌خط به اندازه‌های ۴ سانتیمتر و ٩‏ سانتیمتر می‌باشد (چرا؟) . 

مسئله - می‌خواهيم اندازهُ ضلم ءر بعی‌را حساب کنيم که مساحت‌آن بر ابر مساحت مستطیلی 
به درازای ۶ متر و به پهنای 4 متر باشد . 

حل- اگر اندازُ ضلم مربع را 6 فسرض کنیم مساحت آن "0 خواهد شد که بنابه‌فرض 
۶ << 0۲ است و لذا 0-۱۲ می‌شود (ضلم مربم ۱۲ متر است) . 


تمرین 

۱- کدام‌يك‌از گزاره‌های زیر درست و کدام نادرست است . 

سبت دوپارهخط مساوی است با نسبت اندازه‌های آنها - اگر درازای زمینی ۲۳ متر و 
پهنای آن م متر باشد نسبت درازای‌زمین به‌پهنای زمین ۳ متر است - چهار پاره‌خط به‌اندازه‌های 
0 و ظ و و 4 که بين آنها رابطهٌ کعت ز سم پسرقراز است , تناسهای دیگری با احزای 
و 9 و » و 8 تشکیل می‌دهند که نسبت مشترلك آنها 16 است - فقط یك‌پاره‌خط می‌توان یافت 
که وامسطه هندسی بین‌دو پاره‌عط مفروض پاشد دريك تناسب می‌توان آندازه‌های سست اول‌را 


۶ 


با پك واحد واندازه‌های‌نسبت دوم را با واحد دیگری انداژه گیری‌کرد. 


۲- اگر اندازه‌های‌پاره‌خطهای ۸ و 40 به‌ترتیب برابر ۲۵ سانتیمتر و ۳ دسیمتر باشد» 


نسبتهای لگ و چگ را تین کید. ۸8 چه جزئی از 600 است. 

۳ درازای يك زمین ۷ متر و ۲ دسیمتر و پهنای آن ۵ متر و ع دسیمتر است . نسبت 
درازای زمین به‌پهنای آن را تعیین‌کنید . نسبت پهنای زمین به درازای آن چیست ؟ پهنای زمین 
چه‌جزلی از درازای آن است. 

۴ محیط مستطیلی ۶۴ سانتیمتر است و نسبت درازا بهپهنای آن < است, 

اولا - آندازه‌های درازا وپهنای مستطیل را به‌دست آورید. 

انیا - درازای ضلم مربعی را حساب‌کنیدکه مساحت آن مساوی مساحت مستطیل باشد. 

و مطلوب است تعیین اندازه‌های دوپاره‌خط برحسب اعداد درست به‌طریقی که پاره‌عط 
به اندازهُ پم سانتیمتر واسطه هندسی آن دوپاره‌خط باشد . (مسئله چند جواب دارد؟) 

م۶ سه پاره‌خط به اندازه‌های ۴ ۰ ج و زر که با يك واحد اندازه گیری شده‌اند مفروضند , 
کلیة تناسبهایی را تشکیل دهید که » یکی‌از اجزا و ۰۴ ۵ و م سه جزه دیگر آن باشند و 
مقاذیر > دا در کي تناسها به دست آورید . 


قضية تالس۰ خطی که به مواز ات 
يك ضلع از مثلثی رسم شود دو ضلع دیگر 
را به يكگ سبت قطع می‌کند . 

درشکل متا بل پاره خط آر)/(] به 
سوادات ضلع ۷۷ رسم شده است 


تث_ٍِِ« ۸۲ 
می‌خواهيم ثبت کم مج 375 


8 


پرهان : ابندا داحدی چنان اختیار می کنیم که اگر ۸9 دا به دو قسمت مساوی نقسیم 
کرد "13 دا به ۳ قسمت مساوی تقسیم کند (ولی هميشه در چنین عملی ممکن نیست دد این 
صورت می‌تو ان واحد کوچکتری انتخاب نمود تا واحد انتخاب شده باندازه صحیح در ۲ و 
کنجانیده شود) بنا براین دادیم : 
۳ - ۱۷۳ - ۲۳ < ۱۷۳8۳ - ]۸۵۷ 
سپس از نقاط تقسیم یمنی ]۸۷ و پا و ۳ خطوطی به موازات )8 رسم می‌کنيم تا ضلع )۸ 


۷ 


را به ترتیب در تقاط ۷ و ۳ و ۳ فطع کند ر با توجه به اینکه 
۸( ۱ ۱۱ 9/0 | 1۷۲1۷۲ 
نثیجه می‌شود که 
۱ 0 ۰ ۸۵۱۷۲ 
یا تفن ۸ ۲ ۸80 
0 


از دو را بطه ا یر و می‌شود که ِ 


۵ 
358 
۸5 ۵3 0 


عکس قضيذ تالس - هر خط که دوضلع مثللی ( با امتداد ؟ نیا) < قحل‌کند د برآن‌ددضلع 
پادعطیهای متناظری پدید آورد که با اضلاغ متناظر ازآن مثلث متناسب باشند : با ضلع سوم 
لت عاازق ات ۱ 


۳۹ ۵ 8 


۶ نت 
هکل (۳) شکل (۱) 
در شکلهای (۱) و (۲) خط 8۳0 اضلاع ۸ و ۸6 و یا امتداد آنها را به ترتیب در 
۳۳ , ۰ ۰ ۳ ‌ ۹9 ۸9 ۰ ۵ مه ۰40 را کی 


مواری است . 
پرهان خلف ‏ اگر 1907 موازی 16 نبایشد ء ازنقطهٌ 9 خطی موازی :90 رسم‌مي‌کنيم 
این حول ضلح ر) ۸ با اهتد اد آن را در نقطه‌ای مانند ۳( نطع می کند ؛ جون (۲] ۲۲ مو ازی )۷۱ 


۸ 


است نا به قضةً تا لس داریم 5 


۸ ۸۳ 
0 7 
از مقایسة این تساوی با تساوی فرض قضیه نتیجه می‌شود . 
0 _ ار ۸ 
0 ۸60 


دراین تناسب چون مخرجها مساویند بدیهی است‌کسه صورتها نیز برابر خواهند بود » 
یعنی ۰ ")۸۵ عد ([۸۵ پس دو نقطه (1 و 0 برهم منطبق هستند ء به عبارت دیگر خحط (]"13 که 
موازی .136 رسم شده بر 130 منطبق است 


قضیه - درگاه دوخط مورب از پك صفحه به‌وسیله سه خط موازی درآآن صفحه قطع شوند؛ 
قطعات جدا شده از دوخط مورب نیو به نظیر عتناسند . 
در شکل زیر سه خط متوازی ,او 1و ب1 دو خط ی ی دای تقاط 


(۸ » 2 و 6) و (۸ ۰ ۷ و/)) قطع نموده‌اند؛ می‌خواهيم ثابت‌کنیم؛ و بو بش 


برهای- از نقطة ۸ نیم عط ۸ وا موازی حط "4 رسم مسی‌کنيم تا خطوط 1 و ۱ ۳ 
در نقاط ۷ و ۷ قطم نماید » چسون ]۱۷ است بنا به قضیه ناس داریم ۰ 


۸ _ 0 
)۱( 27-0 


چهار ضلعیهای ره او ۲ و ۷8/۲۷ متو ازی‌الاضلا سمل جرا ٩‏ 4 نا بر ایه 
ِ بن 


5 


۸۱۲۲ و ۱۲۴-0 ؛ چون درتماوی (۱) به‌جای ۸۸۱ و ۸8۱۷ مساوی آنها ۸٩‏ 


و 3*6 را قرار دهیم خواهیم داشت : تکاس کم . 


(<+) تعميم قصية قل - هرگا: ند خحط موازی دديك صفحه دوعط مورب:۱ قطم کنند: قطعات 
عتناظر چدا شده از دوخحط مورب متنامپند , 


0 9 
۵ 


اثبات به‌سادگی اذفضیه پیش نتیجه می‌شود. 
مسئله - درشکل مقابل خط 1۳ 


۸۵ 
موازی 136 زمسم شده انتتی ۰ اکن 
(]۸ و و ۱ (ظ۳ و و ۷ - ز) ار 
باشد» اندازه‌های ۸۳ و ,۲ دا حساب 3 0 
حل - داریم 
۳ _ لش ي لش _ ۶ 
را ۸۲ ۵ ۲ 1۶ 
و از آنجا داریم ؛ ع 0 


۸۲-۷۵ و ۵ ۱۲عد ر6 


مسئله - پازه‌خطی به طول 0 
معوم است . 


اولا تساوی 0۲ را به‌يك تناسب تبدیل کنید . 
انیا به كمك ترسیم پاره‌خط به‌طول » را تعیین کنید. 


۱ 


۱ ۱ ۱ ۶ 0 
حل - اولا تساوی 07 < ه را ب‌صورت 0 2 0 ۱ >( نوشته‌سیس می نویسیم ج ۰ 


انیأً بسرای تعیین انداز؛ ‏ در 
روی دونيم خط دلخواه 5 و 04) 
(مطابق شکل) طولهای 0۸ ۰ 0 و 
را به اندازه‌های 0 ۰ و و 0 حدا 
م‌کنيم و دو نقطه ۸ و ظ را به هم 
وصل مي‌کنيم و از نقطة ن) خطي 
موازی ۸ رسم می‌کایم تا 0۲ را 


۷ 


در نقَطة (1 قطم کند » پاره‌خط ([۸ حواپ مسئله است . زیر | داریم . 


ی 


یا 


در ننیحه 


«د _ 9۸ 
0 00۳ 
۸ 

0 


ی 
۱ 
۲ بح (] ۸ 


1 -- 7 


مسئله می‌خواهيم پارهخط ۸1 را به ساقسمت مساوی تقسیم کنیم : 


حل- زنط هم (شکل مقابل) 
نیم خطی‌ما نند ۸ رسم می‌کنیم و در 
روی آن سه پار‌خط متوالی 

) -- 6( ب- (۸۱ 
را جدا می کنيم » سپس از ۲ به 13 وصل 
می کنیم و حطوط /6) و /(001 دا موازی 
۳ رسم می‌کنیم تا پار‌عط ۸8 را 
در نقاط ) و 1 قطم کنند »در این 
صورت پاره‌خط (۸1 ببه وسیله نقاط 
"7 و 1۲ به مه قسمت مساوی تقسیم 


می‌شود (چرا ؟) . 


مسئله ت می‌خواهیم پار هط مفرومی را به‌چند حزء که اندازه‌های آنها متناسب با اعداد 


داده نم ۵ باشد تفسیم کنیم 2 


۱۱ 


حل - در شکل مقابل فرض‌می کنیم می‌خواهیم‌پارهخط ۸3 را به‌چهارقسمت‌متناسب‌با 
اعداد 701 ۰ 1 » 0 و 9 تقسیم کنیم ؛ 
بر ای‌اين تقسیم از نقطه ۸۵ نیم خط دلخو اه 
دا رسم می‌کنيم و در روی آن 
پارهعطهای ۸۸6 ۰ (۸0 ۰ ۴ و ۳0۵ 
را به‌تر تیب‌مساوی 10 ۰ 7 ۰ و 6 
جدا می کنيم؛ خط 19400 را رسم‌می کنیم 
و ازنفاط ۳ ۰ ۷ و ۷ خطوطی‌موازی 
0 رسم می کنیم» این خطوط پاره‌خط 
۸8 دا در تقاط ۰۳ 1۷ و 36 قطع می‌کند و پاره‌خطهای ۸۸6 و 1۸۱۷۲ و ۷۳۷[ و ۲8 
جوابهای مسثله هستند » زیرا چند خط موازی دوخط مورب را قطم کرده‌اند وقطعات جدا شده 


از دوخط مورب متناسبند » یعئی : 
8 ۱۲۳ _ ۱0 _ ۸۱ 
۵ ۰ ۲ ۷ ۸۷ 
۱ ۶ _ ۱۲۳ _ 1۲۱۷ _ ۸۱8 
: ۹ 8 1 10 
یمنی پاره‌عطهای ۰۸۷ ۷۲۲ , ۳۰8,۲۷۳ به‌تر تیب با اعداد 0» 11 0۰ و متناسبند. 
مسئله - پاره‌خطی به‌طول ۶ پیدا کنید به‌طریتی که پاره‌خط به‌طول ۲ و اسطة هندسی بین 
دو پاره‌خط به‌طو لهای ۳ و باشد » یعنی بین پاره‌خطها رابطة - برقراد با شد . 


جل - در روی نیج‌خط () 
پاره‌عطهای 0۸ و ۸ دا به ترتیب 
مساوی ۳ و ۲ و در روی تم‌خط )6 
پار‌خط 006 را مساوی ۲ جدا می کنیم 
( مطابق شکل ) . از ۸ به ) وصل 


می‌کنيم و ازنقطة 18 خط (131 را موازی 
6 سم می کنيم » پاره‌خط (]) حو اب 
مسئله است . زیرا داریم : 
قذ _ 0۸ 
0 
۳ 
یا مه *< سب 
۲ 


و دزرنتیحه 6 عد(آر) حواب مسئله است . 


له رسم چهارم حزء تناس بت مك پار‌خط به انداره‌های ۰ 9 و + داده شمدها ند ۳ 


می‌خواهیم پارهخطی به‌طول ‏ رسم‌کنيم به‌طریقی که داشته‌باشیم: - 


حل - دونيم خط ۲( و 01 را به‌طور دلخواه 
رسم می کنيم (مطابق شکل). در روی 5() طولهای 
۸ و« ۸8 را به ترتیب به اندازه‌های 0 وحاو در 
روی 6 پاره‌خط ) درل را حدا می‌کنيم؛ خطی 
از ۸ به :1 رسم می کنيم و از 8 خطی موازی ۸ 
می‌کذيم تا 04 را در نقطة (1 قطم کند : پاره‌خط ( 
جواب مسثله است ‏ زبرا دوخعط ۸8 و (8 با هم 


موازیند و درنتیجه . 


نمرین 


» . آیا کر اره زیر دز ست است‎ ٩ 


, 
9 


اگر در روی ضلم ۸۵ از مغلت ۸6 پارءخط ۸ را به انداز نصف :)۸ و در روی 
غلم ۸6 پارمخط ۸0 را به داز نصف ۸1 جداکنيم » خط 3*6 موازی 136 است: 


۲ - در شکل مقابل ,0۲ )|۸3 
است » تناسبهای زیر را کامل کنید : 


س ب پا توحه به شکل مقابل 


تناسبهای زیر دا کامل کنید: 


رس ۶ 0 
0 
۱ 7 _ ]04 
۳ 9 ۲+ 
7 0 (د 0ابه 
۳ 7 9 
لح با 
۰ +۵ 


۴ با توجه به‌شکل روبه‌رو 
الف) اگر ۴ --1011 و ۲11-۶ 
و 8۲ باشد» ۸ راحساپ کنید. 
ب) اگر ۲۶ و ۱۰ ]11 
و ۸-۳ باشد » ]2 را حساب کنید, 
ج) اگر ۵ -- 1313 د 13۲-۲۰ 
و پرو- ۸ باشد؛ 13 را تعیین کنید, 


۵ در شکل مقابل ۸51 
می‌باشد . 

الف)اگر ۱۲« 0-۴ 

ب) اگر ۸0-۶ وه۱-<3۳ 
و ۶ حد([ن) باشد » ن) را پیدا کنید , 


ج) اگر 80-۲۲ و وحن و رد باشد » :۸6 را تعیین کنید , 
د) اگر ۵ ۸ و ۷عدون و ۱۸ م3 باشد » 1317 را معلوم‌کنید . 


ه) اگر ۱۵عدن۸ و عون و 80-۱۸ باشد ‏ ۸۷ را به دست آورید . 
۸ 


7 درشکل‌رو به‌رو 
داریم : 
۶< ۸8 ۰ ۸۵-۲۰ 
۳< ۸ ۸-۴۰ . 


آیا 0 |80 است. . 
۷- با توجه به شکل مقابل » ۳ 
در کد ام‌یلهاز حالات‌زیر 30۱۳6 است. 
الف) ۸-۱۴ و ۸۲۶ 
و ۸0-2۷ و ۳< ۸6 
ب) 2۱۲- و ۲8-۳ و 0 ۳ 
۸« زور و ۶ اور 
ج) ۸۳-۶ و ۳98-۵ و 
۸6-٩‏ و 66-۸ ۳ ۵ 


د) ۲۱<-ر) و 006-4 و ۸-۱۴ و 


ی 
ای 
۱ 
و 


۹۹ 


۲۵ << با و ۶ ز) دم ۲رد ۴ <ج 0 


۸ - با توجه به شکل مقابل ء آیا می‌توان 
۹ 


کرد ؟ اگر ممکن است مقدار ۶ را حساب کنید . 


4 - در شکل مفابل ]|۸۱ 
است . درصورتی که 1-۳-<([) و 
6 -- پز۳ <- ۸(] و ۴ رآر) 
و -- جح ۲ باشد , مقدار ۶ را 


۰ .- دز شحل مقابل نقطة (1 
وسط ۸3 و 1(۲||860 می‌باشد . 

اولائابت کنید نقطة ۲ وسط ۸ 
است , ۱ 

انیا اگر نقطه ۷۱[ وسط (۸ و 
نقطه ۲۷ وسط ۲ و ۱۷۱۱۱۱۱۳۴۵ 
باشند ؛ ثا بت کنید : 


0« ۳ 
۱ دومتلث ۸86 و ۸۱0 


طوری قر ار گر فتداند که ۸۸۵ و 1913 
و 4/0 یکدیگر را در نقطهُ 0 قطع 
کرده‌اند و زود و 2086 
(مطابق شکل) ابت کنید ۸۱۸۰ . 


۲- می‌خواهيم ازنتطة واقع 
در درون‌زاویة و20 پاره‌خطی محدود 
به‌دونیم‌خط 0 و 0 بگذرانيم که 
در نتط ۱۸ به نسبت < نقسيم شود 

۸ 8-۳ مطایت ۵ ٩‏ ۱ 
9 212" بق شکل) 

حل - ابتدا نقطهٌ 3 را به‌نتطةً 
0 وصل می‌کنیم و پاره‌خط ]0 را به 
ساقسمت مساوی تقسیم می کنیم! سپس 
پازه خط ۷0 زادر امتداد به اند ارم 
" پارمخط 011 جدا کرده از نقطة 01 
خطی موازی 0 می‌کشيم تا 07 را 
درنقطة ۸ تطم‌کند؛ از ۸ به ]۱ وصل ۱ 
می‌کنیم. امتداد ۸٩۸‏ نیم‌خط 0 را در نقطه 13 قطم می‌کند و خط ۸ که از نقط 1 گذشته 
۱۶ ۱ 


است جواب مس‌ثله است. زیر ا درمثلث 3801 خط 0۸ موازی 01 رسم شده‌است وبنا به‌قضيٌ 
تالس داریم : 

18 0 8 ۳ 

۱۸ ۷0 ۰ ۸ 7۳ 

۳ نقاط ۸ و 8و 6 و 9 روی خط << مطابق شکل اختیار شده‌اند؛ دوخط موازی ‏ 

از نقاط 8 و ۸ و دو خط مسوازی دیگر از نقاط 6 و ( رسم نموده‌ايم » از تقاطع آنها 
متو ازی‌الاضلاع ۲۳6011 حاصل شده است؛ امتداد ۲۳۲ خط ۶ را درنقطه ۷ نطع نموده است؛ 
ثابت کنید ۰ 

۷۲۸ , ۷۲0-1۷۲۳8 . 0( 


تشابه اشکال 


کلیات تشابه 

تعر یف - کلم تشابه در زندگی روزانة ما بدون رعایت و توجه به تعریف ریاضی آن 
۳۳ استعمال فر اوان‌دارد» گاهی هم اتفاقمی‌افتد که طبیعت یا خلقت به کمك این کلمه می‌آید» 
مثلا وقتی که دوبرادر را که خیلی به‌هم شبیه هستند و در کنار.هم می‌بینیم بی اختیار می گوییم 
چه تشابه عجیبی ! تشابه را با تمام ویژگیهای آن در دوعکس کوچك و بزرگی که از خود 
در دست دارید بهتر درك می‌کنید . عکسی ازخود را دوبرابر بزرگکنید؛ می‌بینید تمام خطوط 
عکس بز رک دوبرابر خطوط متناظر درعکس‌کوچك است و زوایای بین خطوط متناظر دوعکس 
با هم مساویند » معلا اندازه ابروها وبینی درعکس بزر گ دوبرابر اندازهٌ ابروها وبینی درعکس 
کوچك است ولی مثلا زاویة بین نعط پینی و امتداد ابروها درهردوعکس به‌يك| ندازه است که این 
زاویه معمولا در حدود ٩۰۳‏ است . به اين دو تصویر از دکارت که به اندازه‌های مختلف است 
دقت کنید » تسر کیب چشم و ابرو و بینی و دهان و تناسب بین بزرگی و کوچکی فاصله‌های 
مختلف در هردوصودت یکی است و تفاوت فقط در اندازه‌های آنهاست » دلسی نسبت 


اندازه‌های طولهای متناظر یکی است و زوایای بین خطوط متناظر دو تصویر دو به‌دو با هم 
مساودی است . 


۱۸ 


حال به‌اشکال هندسی زیردقت نمایید: دودایرة به‌مر کزهای 0 و () و بدشعاعهای 1 و "۰1 
دومثلت ردو ع6 » دومر بع ۸۳ و (۸3۳/۸10<+ 4 دوستطیل ۷۱۳0۵ ۴ 0 ۷( 
وه تون تس ماخعتمان پا بکبیگر تفاو تی نداز ند . 


۳2 
جک گر 


] 


بدین تن دو دایره وم ید مس توش بزرکتر از دیگری 
است, همچنین‌دومر بع‌را اگر درنظر بگیریم ازتمام‌جهات با یکدیگر یکی‌هستند فقط یکی کوچکتر از 
دیگری می‌باشد. اگر به‌دومثاث یا به‌دومستطیل که درشکلهای فوق‌مشاهده می‌شوند توجه‌کنيم 
متوجه می‌شویم که تفاوت آنها فقط در انداز؛ اضلاع متناظر آنهاست ولی زاویه‌های متناظر 
آنها با هم مساوی می‌باشند , 


2۳ 


حال اگر به شکلهای (۱ ,  )۲‏ (۳ , ۴) دفت کنيم » خواهیم دید که ساختمان شکلهای 
(۱ , ۲) با هم ونیز ساختمان شکلهای (۳ , ۴) با هم تفاوت دارد. مثلا اجلاع مربع دوبرابر 


۱۹ 


اضلاع لوزی است» بنابراین اضلاع شکلهای (۱ , ۲) متناسب‌هستند ولی زاویه‌های آنها با هم 
مساوی‌نیستند. همچنین زاویه‌های شکلهای (۳ و ۴) نظیر به‌نظیر با هم مساوی است ولی اضلاع 
آنها با هم متناسب نمی باشند . 


تس ۳۳ 


اگر به‌شکلهای (۵ , ع) و (۷ , ) دقت نمایید ملاحظه می‌شودکه ساختمان آنها باهم 
یکی نمی‌باشد . 

نابراين شکلهای (۱ , ۲) و (۴,۳) و (۵ ,ع) و (۷ و ۸) هيچ‌کدام با دیگری 
متشابه نیست , 


حال به سه متوازی‌الاضلاع (۱) و (۲) و (۳) زیر تسوجه کنید . دو متوازی‌الاضلاع 


2۳ 


(۱) و (۲) ازحیث‌ساختمان یکی‌هستند بدین معنی که متوازی‌الاضلاع (۲) همان‌متوازی‌الاضلاع 
(۱) است که اضلاع آن ب‌يك نسبت کوچك شده است (هرکدام از اضلاع نصف‌اضلاع متناظرش 
می‌باشد) . ۱ 
و لی متوازی‌الاضلاع (۳) با هيچ‌يك از دومتو ازی‌الاضلاع دیگر از حیث ساختمان یکی نیست . 
زرا علاوه بر آن‌که تناسبی بین‌اضلاع متوازی‌الاضلاع (۳) با اضلاع متناظر دومتوازی‌الاضلاع 
(۱) و (۲) وجود ندارد زاویه‌های آنها هم مساوی نیستند (هريك از اين دو اختلاف جداگانه 
برای آن که دوشکل متشابه نباشند کافی است) . 

حال که به كمك مثالهای فوق مفاهیمی از تشابه به دست آمد » اکنون به‌تعریف وتوضیح 
علمی آن می‌پردازيم . 
تشابه چندضلعیها 


دو 11[ ضلعی ر | متشا به گوییم‌هر گاه‌بتو ان آن‌دورا به‌صو رتهای 34,۹4[ ۸ و ۲۰۰۰۲۹۲( آر) ۸۳۱3 
جنان نامگذ اری کرد که دو شو ط زیر بر قر از باشند : 


و ۲ 


(الف).... 1عحاتر ‏ د 0 6 را دقع دبع ۸ 


۸ ۳ 90 1۸ 


(ب) ۸۲ ۳ 0۳۲ ۳0 ۸8 


مثلا دو پنج ضلعی :۸۱0(۴ ر ۸٩8*۲08"‏ متشا بعند درصورتی که : 


اش -- ۸ [ ۸۵ 

"( مد 

0 << را ء 

: 0 ۶ (۸ (" 
۳ 


پاشند و 0 


۵ 8 


اس ی سس ۰ ۰ 7 ۳ 32 .۱7۳551 


نسبت اضلاعمتنلر یعنی تسش با را نست تشابه دوچند ضلعی می‌نامند . 

به‌طور کلی اگر ۲ و ۲۳ دوشکلم‌شابه باشند چنین می‌نویسند: "دح و چنین‌می‌خواننده 
شکل ۲ متشابه است با شکن "۳ . 

ازتعاریف بالا چنین برمی آید که ؛ 

الف - هر شکل با خودش متشابه است "بح 

ب - اگر "آبح۴ باشد » نتیجه می‌شودکه "۳ 

ج - از"آب۲ و "آنحا۴ نتیجه می‌شود که "آنم۳ . 


تشابه دومثلث 

می‌دانيم وفتی که دو مثلث مساوی باشند » سه ضلع و سه زاویة دومثلث نظیر به‌نظیر 
مساویند. ولی به‌علت ویژکیهای مثلت دیده‌ایم که اگر بعضی از احز ای دومثلث مساوی‌باشند 
سایر اجزا خود به‌عود نظیر به‌نظیر مساوی می‌شوند. ازآن جمله ثابت شده است که مثلا بر ای 
تساوی دو مثلث کاقی است که دوضلم و زاوية بین این دوضلع از يك مثلت با دو ضلم و زاوية 
بین ایند و ضلم از مثلث دیگر نظیر به نظیر مساوی‌باشند. درتشابه دومثلث نیز به‌خاطر وی گیهای آن 
خو اهيم‌دید که‌لازم نیست هر دو شرطتشا به یکجاو جود داشته‌باشد» بدین‌معنی که‌وجود یکی‌ازدوشرط 
یا قسمتی از هردو شرط کفایت می کند که به صودت قضیه‌های تشابه دومثلت بیان می‌شوند » 


۳۱ 


ولی فبل از عنوان قضیدهای تابه دو متات به اثبات قضیه زیر که آن را قضیه اصی تشا 
می‌ناه‌یم می‌پردازیم : 

قضية اصلی تشابه دومتلث - حطی که موازی یلضلع مقلئی دسم شود ۰ دوضلم دیگر 
با امتداد ؟ نیا) ۱ قطع عسی نما ید و مشلثی پدید میا ورد که با مثاث اصلی متشابه است . 

برهان - در شکلهای (۱) و (۲) نعط 1(8 موازی ضلم 96 رسم شده است » و اضلاع 
8 و ۸6 را درشکل (۱) و امتداد آنها را در شکل (۲) قطم نموده است» می‌خواهیم ثابت 
کنیم دو مثلث ۸6 و :](۸1 متشابهند » یعنی باید بر قر اری دو شرط تشابه » که زاویه‌ها 
نظیر به‌نظیر مساوی و اضلاع نظیر به‌نظیر متناسبند » ثابت شود. 


ش (۲) ۱ ش (۱) 


در شکل (۱) زاویةٌ ۸ درهردو مثلك مشترلك است و درشکل (۲) ,2۸,۸2۸ چود 
دو زاويةٌ منقابل به‌ر اس مد + و ۸8/0 و ,۰/۲ :۸6 ( دلیل مساوی بودن این زاویه‌ها 
ر درهر دوشکل بیان کنید). 
بنا بر این زاویه‌های دومعلث ۸۳6 و :۸1(۳ نظیر به‌نظیر مساویند (يك‌شر ط تشابه) , حال 
خط 8۲( را ت 6 رسم می‌نمایيم » در مثلث ,۸6 بنابر قضیه تالس داریم : 
_ (۸ 
8-6 (۱) 


چون 26 مساوی 2 است (چرا ؟) پس رابطة (۱) به‌صورت زیر نوشته می‌شود . 


)۲( 2-6 

از طرنی چون 108 موازی 80 است ‏ بنا به‌قضية تالس داریم : 
_ ۸ 
72-6 (۳) 


ار تساویهای (۲) و (۳) نتیجه می‌شود : 


۳۳ 


رح و (شرط دیگر تقابه) 
یعنی اضارع دو مثلث ۸(۳ و ۸96 نظیر نی متناسبند » بتابراین دومثلث مد کور 
متشابه می‌شو ند . 


قضیه - هرگاه دد زادیه از مشلئی با دو زاویه از مثلت دیگر نظیر به نظیر مسادي باشند ۰ 
دو مثلیث متشا بهند . 


۱ در شکل مقابل 2 
به‌فر ض ۸۰ ح< ۸ و 
"2 ۶1 »می خواهیم 
ثابتکنی 
#صصس 2 ...۰ 6 8 0/۸ 
پرهاب - در روی 
ضلم ۸ ازمتاث ۸196 ۰ 8 


پاره‌خط (۸1 را مساوی 
جدا می کنيم و از نقطهُ (1 خط ,8( را مسوازی نا( رسم مي‌کنيم ؛ چون بنابه‌فرض 
2۵-۲ و ازطرفی (21 -213 (چرا؟)» پس ۶29 << (]2 و درنتیجه دومثلث ۸ و 
در حالت (ز ض ز) با هم مسادی مسی‌شوند . چون ۳(] موازی ن196 رسم شده است» 
بدا برقضی اصلی تشابه دو مثلث »دومثلت ۸۳ و۸6 متشابهند و چون ۸۸۵۳/۸8 
پس ۸۱0۷ )۸3 2۳ است . 

قضیه - هرگاه دوضلم ازمثلثی با دوضلعا(مشلث دیگر نظیربه نظیر متناسب و زاویه بین؟ نها 
مساوق باشند + دوعثلك متا بهند. 


۳ 
۸ 0 
یم اه 
ئ 2 31 


در شکل بالا به‌فرض : 


۶ < 0 
۸ 1 ۱ 
۸8 . 


۳۳ 


باید ثابت کنیم ۰ ۲ بحر) ۸۸13 
برهان - مثلث ۸۳/6 را روی مثلت ۸96 قرار می‌دهيم به قسمی که زاوية 1 روی 
زاوی که مساوی‌آن است قرا رگرفته و به‌وضم حدید 19( در آید؛ حال‌کافی است ثا بت کنیم 
معلت 8۳( با مثلث ۸16 متشابه است . در فرض داریم : 
مر ۸9 
( ۹۰ 
چون در این تساری به جای ۸8 و 810 به‌ترتیب پاره‌عطهای (31] و ن3 مساویهای 


آنها را قر اد دهیم خواهیم داشت : 


(8 ۲ 
۸۶ 


از این‌تناسب نتيجه می‌گيریم که بنا به‌عکس قضیهٌ تالس (1 موازی ۸6 است و دومثلت 
۷6 و ۳( بنابه‌فضیة اصلی تشابه دومخلت‌متشابه می‌شوند وچون دومغلت ۲۱۳ و ).۸۳1 
مسادیند پس دومخلت ۸6 و ۸۳۳۳6 متشابه می‌شو ند , 
قضیه - هرگاه مه ضلع از مثلثی با سه‌ضلع ۱ مثلث دیگو نطیو به نظیر عثناسپ باشند ۰ 
دوعطلیت متشا بهند . 
در شکل متابل ‌ 
به‌فرض داریم : ۸ 
۷ ۸۰ 
۰ ۸0 ۸ 
باید ثابت کنیم : 
۸۸۲ ۱ ر 
پرها - در روی 
ضلعهای 8 و ۸6 ازمعلث ۸6 پاره‌خطهای ۸0 و ۸۳ را به‌تر تیب مساوی ۸۳8 و ۸ 
حدا نموده و دوئقطه (1 و ۲ را به‌هم وصل می کنيم درفرض داریم : 


<0 


0 ۸۳ 
4 ۸ 
دراین تسادی‌به‌جای "۸ و ۸ مساویهای آنها (۸۷ و۵ راقر ارمی‌دهیم»خواهیم‌داشت: 
- ط۸ 
6 ۸ 


پس بنا به‌عکس قضیة تالس ,۳( موازی 96 می‌شود و در نتيجه بنا به قضیة اصلی تشابه 
دومعلت » دومعلث ۸0۲ و ۸86 متشابهند و دادیم : 8س ‏ ۸ _ ۸ ۱ 


ی ات و سس تا 


۳۴ 


از مقایسة اين نسبتها با نسبتهای فرض قضیه نتیجه می‌شود که 80 ]13 بنابراین 
دو مثلت ۸۲8 و )۸۱ در حالت (ض ض ض) با هم مساویند و چون ۸۸16 بحرآ( ۸۵( 
پس ۸۵ م0 ۸۸۵ . 


تشابه دوملت قائم‌الر اویه 
بد گر بل زاویه حاده ازیشك منت قا نما لزاویه با یك‌ژاویة حاده ازمدلث قا نما لزاوية دیگو 
مساوق باشند ۰ دومثلت متشا بیند . 
اثبات به‌عهدءٌ دانش آمو زان است , ۱ 
"۳ اگر دو ضلع زاویه فامه ۱( صثكك مثلث قا نما لزاویه با دو ضلع ژاویه قا مه از مثلثك 
قا ثمالراویه دیگر نطبر به نظیر متناسب باشند ۰ دومشلث متشا بیند . 
اثبات به‌عهده دانش‌آموزان است , 
اگو وثر وید ضلم ازمشدث قا ئمالزادیه‌ای با دثر د يك‌ضلم ازمثلد فا ئمالزاویة دیگو 
نطیر به نظیر عتناسب باشند + دومثلت متشا بند . 


۸ 
,۲ 
ان ۱ / 
۵ < 2 5 


۳ ۵ 8 
درشکل بالا بنابه‌فرض : ۰٩‏ بب 2۸۵ ۸ و و یت مت مي‌خواهيم ثابت 
کنیم . 0سس ۸۳۵ ۸ ۱ 
پرهان - در روی ضلم ۸ پاره‌خظ :۸۳ را مساوی ۸۳8 جدا مي‌کنيم و ازنتطه نا خط 
0 را موازی 80 رسم می‌کنیم؛ درنتیجه ۸86 ,-۸1(۳است (چرا؟) و از آنجا داریم؛ 


« _ ود 
را ۸ 
رلم ۶ را « ۸ 


8 ۸ است » نتيجه می‌شود که سس و دو مثلث نت برد و ۸80 
درحالت تساوی نظیر به نظیر و تر و يك‌ضلم با هم مساوی می‌شو ند» وجون 0 ۱ ۸۵ 
است پس ۶۸8 نح ان شا , 


۳۵ 


پرسش - در دو مثلث متساوی‌السافین ۸86 و ۸۳90 به رأسهای ۸ و ۸ داریم : 


۸ 
حح 7 ؛ آیا دومثاث متشابهند (چر!؟) . 


سرت مساحتهای دو چند صاعی متنا به 
قضیه مه دز دو عثلث متشابه نست ارئفاعدای متناظر با بت تشابه دوعثلث براپر است. 


بنابه‌فرض درشکل 
مقابل دومثلث )۸۳9۳ 
و ۸۳ متشابهند و 
الا ع ۵۸3 دنا و را 
به‌ترتیب با اضلاع ۸ 
و0 و۸۳ متناظر ند 
و ۸۳0 ز 3۳1۲ و 
0 1 . ۱ 
مي‌خواهيم ثابت‌کنیم؛ مب ۱ یر | (لسبت 6 عب 3 را نسبت تشابه گویند) 


برهان - چون/) ]۸ بحر)(۸۱۸1/ است (اخلاع متناظر متناسند و زوایا نظیر به نظیر 
مساویند) پس ۶۸۸ < ۶۸ بنابراین دومثلث‌فائم الزاویه ۸۳1۲ و "۸۱۲1۲ در دو زاویه ۸ وا۸ 
۱ ۱ 1۱۳۲ پا ۲.۹۵ نت با 
مسباونند ) ای لت قائم اله ها بمه ای 
ویند » پس این دومثلث نم‌الزاویه متشابهند و درنتیجه 1 73 سس 


قضیه - نست مساحتهای دومثلث متشابه مساوی وان دوم نست تشا به ۲ نهاست. 
بنابه‌فرض در شکل زیر ۵۸0ص ۸/و اضلاع ۸3 و 9 و ۸6 به ترتیب با 
اضلاع ۸۳0 و 10و ۸۳0 متناظر ند داگر نسبت‌تشابه دومثلث 1 فرض‌شود؛ و 5 و ٩‏ به‌ترتیب 


۸۵ 
۸ 
۳ ۳ 
2 ۵ 


۳۶ 


مساحتهای مثلثهای ۸86 و ۸80 اختبار شوند» می‌خواهيم ثابت‌کنيم ؛ 16۲ سگ 
ب«هان - ۸11 و "۸۳12 ارتناعهای وارد بر دوقاعدة ن1۳ و 96 را در دو مثلث رسم 
می‌کنیم . داریم : 
۲ 5390 و ۸1 . 80 


۳ / صت ۷ 


پس ۷  /‏ 
اما عونت و سم 
پس عص ان ی 
۱ اس 


قضیه - بت مساحتهای دوچند ضلعی متشابه مسادی توان ددم نسبت قشابه آ نهیاست . 
دو چند ضلعی ۸800۲ و ۸8/۵8 متشابهند و بنابر این داریم : ۱ 
1 ۳۸ ۱۳۳ (1ار)6 40 ۸ 


سس 


۳4۵ ۳ (آر) ۵ ۸3 


(8 مساحت چند ضلمی ۸86/08 و 5 مساحت چند ضلعی :۸8601 می‌باشد) . 
پرهان - قطرهای دوچند ضلعی را از نقاط ۸ و ۸ دسم می‌کنیم و مساحت «ثلتهای 
حاصل را ,3 و بو و ... و 5 و 5 و ... می‌ناميم . بسادگی ابت می‌شود که 
۳۰۹ 


۳۷ 


و با استفاده از حا یت تناسب خواهيم داشت : 
۱ب رت 
سک 5,5 
۹ 


5 


: 


تمرین 

۱- کدام يك از کر ارهای زیر درست و کدام يك تا تدش تست 

در دو جند ضلعی متثابه زاو به‌های متناظر هنت او بل نکر یی يك لوزی که طول ضاح 
آن دو برابر طول ضاح لوزی دیگر باشد » با ان متشابه ات دو لوزی که هر يك دارای يكث 
اويةٌ ۳۵۴ باشند متشا بهند - دو مستطیل که زاویه‌های حاده بين دو قطر آنها نظیر به نظیر مساوی 
باشند متشابهند - دو چند ضلعی میساوی متشابهند - دو مستطیل که اندازء درازا و بهنای یکی سه 
پرابر درازا و پهنای دیکری باشد متشا بهند -هر دوملث متساویا لسافین متشا بهند س دومثلث متساوی - 
السافین که يك‌زاو یه مجاور به قاعده از یکی با زاويةً نظیر از مثلث دیگر مساوی باشد متشابهند - 
دو مثلت متشا بهند و محیط یکی دو برابر محیط دیگری است ؛ مساحت «ثلث کوچکترس مساحت 
مثلت بزر کتر است نسبت مساحت دومتوازی‌الاضلاع متشابه به‌نسبت اضلاع آنها می‌باشد - در 
دو جندضلعی متشابه اگر مساحت یکی ٩‏ برابر مساحت دیگری با شد اضلاع جند ضلعی بزر کثر 
سهبرابر اضلاع متناظر ازچند ضلعی کوچکتر است. 

۲ ۸ و 8 و 6 زاویه‌ها و 6 و ط و 6 به‌ثر ندب اضلاع مقابل به‌این زاویه‌ها درمثلث 
0 می‌باشند و ۸٩‏ و 9 و 0 و "۵ و او و 6 زاویه‌ها و اضلاع مثلث ۸16 می‌باشند ؛ 
در کدام يك از حالات زیر دومقلت ۸80 و ۸/6 متشابهند (طول اضلاع برحسب سانتیمتر 
می‌باشد) . 

الف) "ه ع -< یم ز وه و 2۸-۰۴ ۰ "هاع با 

ب) . "هد ۸ ی همم و کح ۸ ۰۰ فا 

ج‌( کوپاس 0 ۰ ۲ ۰ وا و "پات ۸ 0۳ » ور ۴ < 9 

د( "ورس چم درم و ؟هج ام و 20 < 2۲ 

ه( کوج ۸ هم سوه و او )معط » وت 0 

د( ام سم توا وس و وود )عم روموت 0 

رح( ۷۲ ۴۵۲ 26-۰ ۰ آ۳۰ < ثم و ۴ هد 4۲ وود ۱ 

۶( ۲ 6 ۰ اس وا ۲ سم و وه ۴۵ 0 ۰ ۳ 60 ۱ 

ط) ده عمجم و ۱۲س 6 » وت » هت 0 


۳۸ 


ی ۵ << 41 ع -- ۰ ٩‏ -ت 6 و ۸ 6 ء ع ت "وا ۰ 0 
۵ ۶ حه عم - ([ -< 0 و "هموح او -- ۵ م 


9 وا دمم .و 7-0 
۴۵ - کر 9 


و مس 
۳ 
۳ دومثئلت متشابهند ؛ اندازه‌های سه‌ضلع یکی ۱۲ سانتیمتر و ۱۵ سانتیمتر و ۲۱ سانترمتر 
است و محبط مثلت دیگر ۶و سانتیمتر می‌باشد ‏ اندازهٌ ضاعهای مثلث دیگر را حساب کنید, 
دومتلت‌متشا بهند. اندازه‌های دوضلع‌اريك معلت ۲سانتیمتر و »۱ سانتیمتر وانداره‌های 
دوضلم از مثلت دیگر ۸ سانتیم‌تر و ۱۰ سانتیمتر است » اندازهُ ضلم سوم هردو مثلت را حساب 
۵ دومخلت متشابهند. نسبت محیط آنها به‌یکدیگر مثل ۲۷ است به ۳ ؛ اگر اضلاع یکی 
از »ثلثها ۶ ٩‏ و ۱۷۲ سانتیه‌تر باشد اندازه‌های سه ضلم دیگری را تقتحات کنیت. 


( مسیتلاه دوحواب دارد » هر دوحو اب را به دست آورید) 


درشکل مقابل ۸8|(۲ است . ۲ 
الف) اگر 00-۵ و ۸1-۱۵ و ع۶ رل( 
با له (و احدبر ای‌هر سه‌پاره خطسا نتیمتر است) اندازه ۱ 7 
ضلع من ناب نی 
8 ۸ 


یر ۲ 7 - ۸1 و ۴ عیآن) و ۲وت ۸ سانتیمتر باشد؛ 69 و 88 را حساپ‌کنید, 
پب در شکل زیر /۱(۳۱۱6] و ۸8| وم<- ۸۱۵ سانتیمتر و ۴ دیا( سانتیمتر و 


۵سدی) سانتیه‌تر است . اندازه ([19 را حساب کنید . 
۸ 


۳۹ 


۸ اندازه سه ضلع مثلثی ۶ سانتیمتر و 
۸ سانتیمتر و ۱۰ سانتیمتر است؛ خطی از دسط گر 
ضلم بزرگتر به وسط کوچکترین ضلع وصل 
شده‌است» طول‌اضلاعمثلث حاصل را حساب کنید. 
4- در شکل مقابل با کدام‌يك از 
شر ابط زیر :۳( موازی 94 است : ۳ 0 


الف)" ه ع ع ۸ مه ۷ (۸7: 
هو عنام 


6 


ب) ۸8-۱ ۰ 0-۴ ۰ ۸۲۴۸۸ ۰ 16-۲۳۸۲ 
ج) 0۳-۵ ۰ 82-۱۲ ۰ ۰ ۰ ۸۱۳-۳ ۴/۲ (ظ 
د) جع و ۰ ۱۰ دق ۰ ۳۴۸۵( ۰ ۱۷۸۵ )۸ 
ه) ۴ ]0 ۰ 132-۱۰ ۰ ۸۲-۲ ۰ ۵< ۸9 

و( 0 << ((1 ۰ ۸0-۵ ۰ ۲/۵ > (1310 

ز) ۳6 ,(۸۲ > (1ظ , ۸ 


(تمام انسدازه‌ها با يك واحد 
اندازه گیری شنده است ), 

ه وب اضلاع دو مثلت ۸۳6۱ و 
نظیر به‌نظیر با هم مسوازیند 
(مطابی شکل), ثابت کنید : ۱ 

بمن)۸۳9 ۸ است. 

۱" اجلاع دو مثلت ۸ و 
نظیر به‌نظیر برهم عمودند 
(مطابق شکل) . ابت کنید : 

۲ ۸ بض۵۸ ۸ است . 

۲" درهر کدام از سه شکل زير دومثلث متشابه وحود دارد » آنها دا مشخص نموده و 

علت نشابه آنها را بیان نماپیید . 


۳ 


۳ ۸۵ کر 
۶ ۱ ۱ 
4۵ 3 8 


۳ب درهريك از شکلهای زیر ثابت کنید مثاثهای خو استه شده با هم متشابهند , 


الف) 2۸/4۰۳ حه (2 


ثایت کنید ۰ 


ب) ۸8 قطر دایره و 0(] _ :]۰۸ ثابت کنید: 
0 ۸ بحم۸](۳ هم (شکل ج) 


شکل‌ب 


۳1 


۴ شکلهای زیر را در نظر بگیرید . ظ ۵ 
درشکل الف) ۴ ح ۸۸۳ ۰ ۳ - ,۲( ٩‏ - ,۳( ؛ 

۲-< ]) ثابت کنید : 

۷ ۸ بح ۸ ۸ 


درشکلب) ۶ - ۱۰۸۸ - (]۸ : ۱۲ - ۱۸ ۸ 
۷۸ )هر ثاپت کنید م ‏ ده 
6 حات۸ ۸ 


(2 


در شکل ج) ۸ | ۸8 ۸۰ 1 0 » 
۲۵ 2 ۸ ۰(/<۱۶ ۲۰ - )۸ با نت تنل 
6 هم بض۱9 ۸۸ 8 


شکلج عم 


۱۵ ۳ سست تشابه دو متلت باشد نسبت میانه‌های متذافار آن یسرک ۳ 
و الم ی بو و و ۴ سامت نتیمتر می‌باشد ۰ ثلث دیگری است‌که با آن متشابه 
است و محیطش و سانتیمتر می‌باشد ؛ اضلاع مثلث دوم را حساب کنید , 
۷ - در شکل مقابل داریم : ۸۵ 
6 _ل ۸۲ » ه وع ۲ظ ۳ عد )۸ » ح 
۵ -08[|80130 ؛ اندازهةُ ضلم:]0] 


را به‌دست آدر ید ۲ 0 2 2 


۸- اکر نسبت اضلاع تن دوچندضامی متشابه گ باشد » تست محیط آنها چبست؟ 
۵۹- سبت محیط دوچهارضلمی متشابه 5 است ؛ اگبر يك ضلع از چهارضلعی کوچکتر 
مساوی پم سانتیمتر 


۳ 


فصل دوم 


رابطه‌های طولی در مثلت قائمالر او به 


(۱-۲) - کلیات 

بين اجزای خطی هرشکل هندسی رابطه‌هایی می‌توان یافت که به اندازه‌های آنها بستگی 
ندارند» از این حمله آن است که 

- در مثلت سه ارتفاع همر سیث: 

_ در دایره قطر عمود بريك وتر نیمساز زاویة مرکزی مقابل به آن وتر است. 

- خعی که وسطهای دوضلم ازمثلثی را به‌هم وصل می‌کند با ضلم سوم مشلث موازی‌است. 

لگ وه 

دراین گونه رابطه‌ها آنچه به عنوان‌يك خط يا يك پاره خط دخالت دارد» مجموعه نقطه‌ها 
است و يك مفهوم هندسی است . 

گاهی رابط بین اجزای خطی يك شکل برحسب اندازه‌های آنهاست که با اعداد بیان 
می‌شو ندء این گونه‌رابطه‌های بین‌اجزای خطی بك‌شکل هندسی‌را «رابطه‌های طولی» می گویيم. 
بعتی : 

رابطه‌های طولی رابطه‌هایی‌هستند که بین اندازه‌های اجزای خطی‌يك شکل برقر ار باشند . 


(۲-۳) - تصویر قالم بريك خط 
3 

(۱-۷-۷) - تصویر نقطه - تصویر قائم نقطا مفروض ۱ 
بر خط 4 نقطة بر خورد خعط 3 باعمو دی است که از 
آن نقطه برآن خط فرود می‌آید . ۳ ۳ ۱ 
تبویر قائم هر نقطة 1۷1 را برخط مفروض 8 پا ۱۷۹ 

نماد ۳,۳ نمایش می‌دهیم , شکل (۲ - ۱) 


۱ - رابطه‌های طولی را به‌آن اعتبار که به‌اندازه‌ها مربوط هستندگاهی «رابطه‌های‌متری» 
گفته اند . 


۳۲ 


۰ درشکل (۱-۲) ؛ "1 <- ۷ ([است. درتصویر» خط ‏ را محورتصویروپاره خط ۷1۷6۲ 
را مصور نقطه ۱ برآن خط می کویيم ۲ 
از این تعریف نتییحه می‌شود که 
هرنقطة مفروض برهرمحور تنها يك تصویر قائم دارد . 
ا گر نقط 4 ای بر جوز نصو پر و اقم ماد » تصویرش بر آن محور 4 بر خود آن نمعله 
منطبقاست (جون‌دراین کتاب بانوع دیکری از تصویر سرو کار ندادیم؛ از این به‌یعد بحای «تصویر 
قائم» به‌اختصار «تصویر» می گوییم ). 


(۷-۲۷-۲) - تصویر يك پاره خط - تصویر عر پاره خحط برمحوری که یا آن دز يك صفحه وان 
باشد ؛ پاره خطی است که دوسر آن تصویرهای ابتدا و انتهای آن پاره خط باشند . 
دز شکل (۲-۲): 0 8 
8 ۱ 
ت 
۱ 
۱ ۱ 


| گرخطیا پاره خطی برمحورتصویر ۰ 5 ۳ 
عمود باشد ؛ تصویر آن منحصر به يك ِ( 
نقطه است. مانند پاره خط (61 درشکل ۵ مد 1۳0 7۳ 
(۷-۷) که‌تصویر آن‌همان نقطهُ 1 است. من (۳-9) 

درحالت کلی + اندازة تصویر تائم هرپاره خط بريك:محور از اندازة آن پاره خط کوچکتر 
است» مگر درحالتی که پاره خط با محور تصویر موازی باشدکه دراین صورت تصویر پاره خط 
با آن مساوی است (چرا ؟). مانند پاره خط ۷17 درشکل (۲-۲). 


۳۵ 
سم 


(۳-۲) - رابطه‌های طولی درمثلث قائم‌الز اوبه 


( ۱-۳-۲) - قضیه - در هر مثلت قالم‌الز اویه مربع اندازخ هرضلع ژاویذ قالمه مساوی است 
با حاصل ضرب اندازف وتر در اندازه 
تصویر آن ضلع بروتر . 
یعتی ار درمثلث :۸16 شکل 
٩۰۹ ۰)۳-۷(‏ -- هو 13 ۸ ارتفاع نظیروتر 


باشد ؟ 


۲ - ۸13۲ 
و 17),: << :)۸ 


۳۳ 


برهان » برای اثبات قضیه ملاحظه می کنیم کد در دومثلث ۲۶ ۲۲/۸ و )۸۵ 
73 رم (هردوقائمه‌اند ) 
,رم ) /م (هردومتمم 7/۸ هستند) 


بتا براین دومعلث متشابهند و درنتیحه 


86 ۱ 


به دلیل مشابه ثابت می‌شودکه 0:۲۲ < ۸0 

اکر درهرمثلث 1361 ۵ اندازه‌های اضلاع مقابل به رأسهای ۸ و 8 و ) را به ترتیب 
با و و 9 وم »که هم نام رأسهای مقابل آنها هستند » نمایش دهیم» دورابطةٌ بالا به صورتهای 
ماد زیر ئوشته می‌شوند : 

۲-7 و ]9.18۲ <- 

قضیه را به صورت زیر نیز می‌توان بیان کرد : 

در هر مثلث قائم الز اویه هرضلع زاویدةُ قائمه واسطه هندسی است بین وتر و تصویر قانم 
آن ضلم بروتر . 

مسئله - درمثلت قائم‌الزاویه‌ای اندازٌ يك ضلع زاویة تانمه هم سانتیمتر و اندازة تصویر 
آن ضلع بروتر ۴ ۶ سانتیمتر است., و حساب کنید , 

حی- آگو درمفت 49 4-۶ ۸ وضام سانتیمتر ‏ و باشد : 
8-۰ چت ۲-۶۴۵ جج ).۵ <اظ 

و چون 7 - و - ]۲[ است 


ع -- مج[ ۳۶- 1 چ- ]8.31 - 61] 


نمرین 

- در مثلث قائم الزاویه‌ای اندازهُ وتر ۲۰ سانتیه‌تر عر است و ارتفاع نظیر وتر بر آن ضلح 
دوپاره خط متناس با اعداد ۱۶ و ٩‏ جدا می کند. اضلاع مات را ختاب کنید . 

۲ + درمثلت قائم‌الزاویه‌ای اندازه يك ضلم زاوية قانمه مر سانتیمتر و اندازهٌ تصویر آن 
بروتر ۲ سانتیمتر است» سایر اضلاع مثلث را حساب کنید , 

۳ - در مخلث قائم الز اویه‌ای اندازه‌های دوپاره خطی که ارتفا ء نظیر رأس قائمه بروتر 
جدا می‌کند 0۲8 و و(۱-0۲) هستند (0] عددی حقیقی است), اندازه‌های سه ضلع «ثلث دا 
برحسب و و و حساب کنید (به ازاو مقادیر »ختلف و بحث کنید.) 

۴ بر پاره خط ]۸ نقطه‌ای مانند ز) اختبار کرده و دونیم دایره یکی بهقطر (۸ و 


۳۴ 


دیگری به‌قطر ز۸6 در يك طرف 3 دسم‌می کتيم . بر قطر :)۸ نقطهٌ (1 دا اختیار کرده و از 
اين نقطه خطی برخط ۸13 عمود می کنیم تا دو نیمدایره دا به‌ترتیب ددنقاط ]1 و قطع کند 


۲ 
ثابت کنیل 2 مقدارثا بتی است و بسوضم نفطةٌ ([ بر پاره خط ۹06 بستگی ند‌ارد., 


( ۲-۳-۲ ) - قضیه - ( قضیذ فیثاهورس ) - دد هر مثلث فائم‌الزاویه مربع اندازط وتر برابر 
است با محموع مر بعهای اندازه‌های دوضلع دیگر . 
یعنی اگر مشلث :۳6 در راس هر قائمه باشد » شکل (۴-۲) : 
4-۲ ۲۱0۲-۸۸۲۲ یا ۲-1-۲ -- ۲ 8 
برهان - بنا به قضیة قبل ؛ 
۷:۱ و( .۱ 
6۲-7 
چون این دوتساری را عضو به عضو باهم جع کم 
خواهیم داشت : ]زو و دآلن. و -ا6 + او 
(817-+0]14)ه - 
ود ]1 +11 است ؛ 
9۲-6 
نتیحه - درهرمثلث قائم‌الزاویه مربم اندازء هرضلم زاویه‌قائمه با فزونی‌مر بم اندازة وتر 
برمربع اندازهُ ضلم دیگر برابر است , ۸ 
یعنی درمثلث قائم‌الزاویه :۸۳6 ٩۰۳(‏ سح )؛ 


"و 8 -- 0 و ۲ - آو< اظ 


و جرن 


( ۳-۳-۲ ) - قضیه - ( عکس فضیة فیئاغورس ) - هر گاه در مثلشی مسربع انداز يك ضلع 
مساوی مجموع مریعهای اندازمهای دوضلم دیگر باشد» مثلت قالم‌الز اوبه است . 

برهان - مثلثی به اضلاع‌ووووی درنظر 
می گيریم‌چنان که ۵۲+ "و ۲و باشد. بر اضلاع 
۶ وب() از ذاوية قائة ۰»0(7 شکل (۵-۲) 
دوپاده خط ]0 ود -- 0 دا جدا کرده 
و نقاط ۷[ و ۳ دا به‌هم می‌پیو ندیم . در مثلث 
فائم الزاویه ۷[() بنا به‌فضیهة ۷: 

11] ۲ - (۷۲۲1-0۲0۲۷۲۳ 


از طرفی بنا به فرض ۲ج -<-۲-+ ام است بنابراین 1۷]۲<۵۲ یا ]۷ است . 
پس سه ضلع مثلث مفروض با اضلاع مثلث.()] ]1۷ متساویند» بنابراین دو مثلث برابر ند و مثلث 
نخست قائم الزادیه است. 

مسئثة ٩‏ بت اضلاع زاویه قائمة مثلث قائم‌الز اویه‌ای ۱۶ و ۱۲ سانتیمتر ند اندازهُ وتر و 
ارتفاع وارد برآن را تعیین کنید . 

حل - اگر مثلث مفروض در رأس ۸ قائمه باشد » بنا به قضی فیثاغورس . 

)8ج ۴۰ ۶۲ ۸8۲1-۸6۲-۱۷۲۱ -< 0۲ 
از طرفی ۸۲ ۲۲-۷ ت۳1 ۲۲2۲۰۷ ]0.۳۲ -- ۸۲ 
و درمثلث قائم‌الزاویه ۸۲۲ : 
۶ ]۱۷۲-۷۷۲۲-۸۲-۸ --۲ ۸۲۲۲-۸۲-۳۲ 
مسثلة ۲ - می‌خواهيم پاره خطهایی به اندازه‌های 
۲ ۳ ۴ و ۷۵ و... رسم کنيم. (واحد درازا 
را سانتیمتر می گیریم .) 

حل - بردوضلع > و هر از زاوية قائمة 
۲ شکل (۶-۲) ۰ هريك از پاره خطهای ۸3 و 
0 را مساوی يك سانتیمتر جدا می‌کنيم ؛ پاره خط 
6 برحسب سانتیمتر مساوی 1/۲ است (چرا؟) . شعل (9-۴) 

در نقطه 19 نیم خط و3 را بر19 عمود رسم کرده و برآن پاره خط (]13 را مساوی 
يك‌سانتیمتر جدا می‌کنيم ؛ نقاظ ) و (1 را به هم مي‌پيونديم. اندازهٌ پاره خط ن/(] برحسب 
سائتیمتر مساوی ۱/۳ است و .... 


نمرین 

٩‏ - اگرو وتا وه اندازه‌های اضلاء‌يك مثلث باشند » کدام‌يك ازمشاشهای‌زیر قائم‌الزاویه 
است ؟ 

مثلی به اضلاع 82۱۱ و ۴۷۳د-ها و ۱۳ح<ن 

ت مثلئی بد اضلاع ۰ ۲ و و ؟۵ ۶[ 9 و 7۱۳<< 6 

- مثلثی به اضلاع ۱۰عدی‌و وحط و 8-۸ 

مثلثی به اضلاع ۱۷عحه‌و مرح و 8-۱۵ 

۲ - درمثلث قائم‌الز اویه‌ای یکی اززاویه‌ها ۳۰۴ وضلم مقابل آن ژاویه م سانتیمتراست؛ 
اتداره‌های سایی اضلاع و ارتفاع نظیر وثر ملگ را تعیین کنید ۰ 


۳۶ 


۳ - در مثلثی اندازه‌های دوضلم به ترتیب ۱۲ و ۲۴ مانتیمتر و زاویة بین آنها *۶۰ 
است» اندازة ضلم سوم و ارتفاعهای مثلث را تعیین کنید . 
م - از نقطه ]8 وسط خلم ۸ ازمثلث قائم‌الزاوی ۸8 که در راس ۸ قائمه‌است 
عمودی بروتر 86 فرود می‌آوریم تا آن را درنتطه لا[ قطع کند: ثابت کنید : 
1۲-۲ -- آر) ۷] 
- اگرمخلث ۸196 درراس ۸ قائم‌الزاویه باشد» به كمك شکل ( ۷-۲) درستی قضیة 


فیثاغورس را نشان دهید , ۸ 
۳ 


شکر (۷-۲) 


(۷ -۳ -۴) - قضیه - در هر مثلث قائم‌الزادیه مربع اندازه ارتفا وارد بروتر برابر است 
باحاصل ضرب‌اندازه های پار هخطهای ی که بای ار تفاع بر و ترپدید می‌آورد. 

به بیان دیگر ۰ 

درهرمثلث‌قانم الزاویه ارتفاع وارد بر وترو اسطه هندسی است‌بین دوپاره خطی که پای ارتفاع 
بروتر پدید می‌آورد . 

برهان - اگر معلت:)۸13شکل(۸-۲) در راس 4 قائم‌الزاویه باشد » در دو مثلث 
قائم الز اوی 811 ۸ و ۸۳۲ 
۸ ۸۱۸۲۲۳8 )7 -< ,۸ م (چرا؟) 


اژ شاه دو ع ‏ ظ مزبور حاصل می‌شود؛ 


17 ۸۲۲۱ 
[1), ۳۳ - النفهت» :7 - 577 


(۵-۳-۲) -- قضیه - در هر مثلت قائم‌الزاویه حاصل صرب ده ضلم زاوية قائمه برابراست با 
حاصل‌صرب وتر درارتفاع ٩ارد‏ بروتر . 
برهان - درشکل (۸-۲) مساحت مثلث قائم الز اوی ۸۸36 (قائمه‌درراس ۸۸) راباحرف 
5 نشان‌می‌دهيم وارتفاع ۸۲ وارد بروتر رارسم می‌کنيم وملاحظه می‌کنیم که اگرضلم ۸8 
راقاعده مثلث بگيریم ۰ ۸0 ارتفاع مثلث می‌شود وداریم ۸ ۰ 9-۸۵8 (۱) 
وچنانچه 86 و ۸1 راقاعده وارتفاع مثلث بگيریم داریم ۱ 
9۱۸1۲ مش (۲) 


وازمعایسة تساویهای() و (۲) واضح می‌شود که 
)1.۸ ۸ 


(۳۰-۳)- رسم واسطة هندسی دو باره خط 

دو پاره ۱۳۹ ره انداژه‌های 1 ٩‏ 11 مغر و مد ) می خو اشیم باره خطی سم ندیچ که و اب.ظطه 
هندسی ین آن دوپاره ۱۳۹ تاه 

حل. بااستناده از قضیهة ۴؛ کافی ۲ 
پاره خطهایی که ارتفا ع پر و در 51 حل | 
می کند به اندازه های 9 و و« باشند . 
بنابر این مسئله را به صورتی که در شکل م 
)٩-۱۲(‏ دیده می‌شود حل می‌کنيم . 
(به‌چه‌طریق ؟) باتوجه به‌این که 

۷ " - 0 

است پاره‌خط ]۸۲ همان پاره خط مطلوب خواهد بود, 


آیامی تو انیدبا استفاده ازشکل (۱۰-۲) وویژ کی دیگری ازمثلث قائم‌الز اویه راه حل‌دیگر 


]٩ -۲( شکل‎ 


(۵-۳) - حل‌سئله‌های نمونه 


مسئله ٩‏ درمثلث قائم الز اویه‌ای 
يك‌ضلم زاویذ قائمه ۷ سانتیمتر وارتفاع 
وارد بر وتر آن ۶/۷۷۲ سانتیمتر است ؛ 
سایر اضلاع مثلث را تعیین کنید. کل (۳ - ۱۰) 


۳۸ 


حل ‏ اکر مقلث ۸8 شکل 
(۰)۱۱-۲ درراس ۸ قائم الزاویه واگ 
ارتفاع وارد بروتر آن باشد » به‌موحب 
تضایایی که ثابت شد ۰ 


شعل (۲ ۰ ۱۱) 


۶ - ]<- ۸۴۱۶ ۸۱۵۸۴۳ ۴۵ - ۴۹ -- ۵۲-۸۲۲ ۲ 11ظ 
درمشلث‌قائم الز اوبه )۸9 : 6 - ۴۹ ]9۳ ,1301 ۸3۲ 
ودر نتیجه ۵ ۲ --)3] سانتیمتراست» بنابراین : 

۸ 9 - ۸1۵۲ <-۶۲۵ - ۴۹ < ۷۶ 

و ازآنجا 0-۲۴ سانتیمتر به‌دست می‌آید, 

مسئللا ۳ - عدد و بزر گتر از يك دا در نظر می‌گیریم . اگر اندازه‌های سه ضلع مشللی 
۲۱ج ۲-۱ و ووور۲ باشنده نو ع‌مثلث داتعیین کنید.ثا بت کنید این سهعدددرهرحال می‌تواتند 
انداژه‌های سه ضلع يكك مثلث پاشنكد. 

حل - باملاحظة آن که 

فص ۱ ص۱۱ ۱ ۷ 00ج ۲( ۲) ۱( جط) 

یعتی» مجموع مر بعهای دوعدد آخیرم‌ساوی مر بم عدداولی است. وحود این رابطه بین 
اعداد مزبورنشان می‌دهد که این‌اعداد می‌توانند اندازه‌های سه‌ضلم يك‌مثلث قائم‌الز اویه‌باشند , 

از مجموعة اعداد مفر وض به‌ازای مقادیر مختلف و بحموعه های سه عضوی متعدد 
می‌تو ان‌به‌دست آورد که اعضای هرمجموعه اندازه‌های اضلاع يك مثلث قائم الز اویه‌اند. چنان 
که به ازای 9-۷ » ۱-۵ ۲4 و۳ ۱ - اوح و 6-۷8۵۴ اندازه‌های 
سه ضلح يك مثلث قائم الزاویه مشخص می‌شوند. 

به‌ازای ۳ و ؛ ۰و ‌و و معط و وحی , اندازه‌های اضلاع مثاث قائم الز او یذ 
دیگری به‌دست می‌آیند. 

واگر ۴« باشد » 9-۱۷ و ۱۵و و رحع حاصل می‌شوند که اندازه اضلاع 
مثلث قائم‌الزاویا دیگری هستند. 

به‌همین ترتیب مجموعه های سه عضوی عدد های درستی مي‌توان مشخص کرد که عضوهای 
هر مجموعه اندازه‌های سهلم يك مثلث قائم‌الز اویه‌اند. به‌ازای هر عدد حفیقی ۲0 از عبارات 
نوق مجموع انداژه‌های اضلاع يك مثلث قائم الزاویه مشخص می‌شوند . 

مجموعه های سه عضوی اعداد درستی را که اضلاع يك مثلث قانم‌الز اویه‌اند ؛ 
عددهای فیناغورسی می کویيم. 

۳۹ 


بر ای اینکه سه عدد مذ کور درهرحال‌اندازه های س‌ضلم يك‌مثلث با شند :با یدناساویهای 
مسلثی بر فر اد بااشند» پتأبر این 
۱ < 0ج ۳ ۲-(۱- )> ۲-۱ 111 
۱ 10ج( 10) (۳۱۲-۱) ۲۲ 
داين شرط بنابر فرض مسئله برقرادوحکم ثابت است. 


در خواندنی شمارم ۲ این کتاب در باره | ن کو نه اعذاد توضیح بیشتر ی داده شده است. 


نمرین 


-٩‏ درملث قاثم الراویه‌ای از تفا ع وارد بر وتر ۲۳ سائیمار و دو پاره خطی که ارتفا ع بر 
وتر پدید می آورد به نسبت ٩‏ و ۱۶ هستند. هر يك از اضلاع مثلث دا تعیین کنید. 

۲ - در دوژنقة متساوی الساقینی اندازه های دو قاعده ۴و و ۲۶ سانتی‌تر و اندازه 
هرقطرع ۲ سانتیمتر است» اولا روش ترسیم ذوزنقه را بیان‌کنید» انا اندازه‌های ارتفاع وهريك 
از دوساق را تعیین کنید ۳ 

۳ - ثابت‌کنید ا گر دو قطر يك ذوزنته قائم الز اویه برهم عمود باشند» ارتفاع ذوزنقه‌واسطة 
هندسی بین دوقاعده است , 

۴ - ذوزنقه متساوی‌الساقینی بريك دايره محیط است» ثابت کنید قطر دایره و اسطه هندسی 
بین دوقاعده ذوزنقه است . 

۵ - نقطه ۳ را برنیمدایره‌ای به قطر (۸ اختیار کرده و از نقّطه اختیاری 11 واتع 
برتطر ۸3 عمودی بر آن تطر اخراج می کنیم تا دوخط ۳ و 3۳ را به ترتیب درنقاط 6 
و (] ویمدایره را در نقطة ۲ قطم کند؛ ثایت کنید پاره خط 11۳ واسطهٌ عندسی بین دوپاره خط 
(1]] و ر)]] است . 

عر - گر مثلث :36 در رأس ۸ قائم‌الزاویه 
باشد» یااستفاده ازشکل(۱۲-۲) درستی فضیه فیثاغورس 


زر" نشان دهید , 


کل (۲--۱۳) 


۴۰ 


هرسه عدد حفیهی ؛ دزصت. و منت که مر بع یکی از آنها مساوی مجسو جع مر بعهای 
دوعدد دیگر باشد , از آن جهت‌که اندازه‌های‌اضلاع يك مثلث قائم‌الزاویه‌اند » عددهای 
فیثاغورسی نامیده می‌شوند , مانند اعداد ۳ و۴ و ۵ وهرمضرب دلخواه آنها چون ع[۳ 
و ۴۷ و ام . 

ريشه اندیشه را دربارة عددهای فیثاغورسی در مصر قدیم باید حستجو کرد. زیرا 
مسلم است که مصریان با كمك ریسمانهایی با اندازه‌های متناسب با عددهای ۳ و ۴ وج 
مثلث قائم الزاویه و درحقیقت زاویه‌های قائمه می‌ساختند. با همان‌اطمینان می‌توان گفت 
که اين کار مصریها مبتنی برتجربه بوده است نه برعلم و اطلاع از رابطه‌ای مجرد دربارةٌ 
مثلث قائم‌الزاویه که در زمانی خیلی دیرتر به وسیلة فیثاغورس مطرح گردید . 

عددهای فیثاغورسی به ۳ و( ون پا مضربهای این سه عدد محدود نیستند . برای 
تعیین محموعه اعدادی از این گروه دستورهای کلی می‌تو ان درنظر گرفت : 

فرض می کنيم 8 و و و 6 سه عدد درست و مثبت مخالف صفر و سل 9۲ 3۲ 
باشد ؛ در این صورت 6۲-<۲ - 9۲ یا 6۲ (0 --4+0()8) است . طرف اول این 
تساوی حاصل ضرب دوعامل است که مساوی یکدیگر نیستند » (چرا ؟). پس ار یکی 


,َ. 8 ۱ 
اژآنها مساوی 6۳ باشد دیگری مساوی ِ است و دستگاه دومعادله دومجهولی زیر 


8 -1-  -- 60 

6 

و3 

11 
ازحل اید دست‌گاه مماد لها (۱-- ۳0 _ تاک _ه 
ات ۱0۳ 7 


به دست می‌آید» اما و درصورنی‌عدد درست است که 0 هضر ب ۷10 با مضرب 10 باشد, 
اگر ۵ مضرب ژوح عدد جوز » یعنی اگر ۲1۵ دم باشد . 
(بدا) وه و (۱ )اه 


است وغر مجموعه سه عضوی اعداد ۵ و 9 و م که ازدستورهای فوق به ازای عردوعدد 


#نس سب 
۴۱ 


درست و مثبت اختیاری »1 و 0<۱ به دست می‌آیند يك مجموعة اعداد فیاغورسی 
هستند , اگز 6 مضرپ فرد عدد 0 » یعتی ۷( ۱--۷۱) ب<م باشد , 


(۱ + ۱()۳۲ +۲1۶). 
۳ ۲ و 
است و این عدد در صورتی عدد درست است که 80 عددی فرد باشد , دراین صورت 
سلاو ۱۳۹۹ 
۲ 5 ۱ 
نیز علد درستی خواهد بود : بنا براین هر مجموعةٌ سه‌عضوی که از دستورهای اخیر به‌ازای 
2 


هر عدد فرد ۱۲ د عدد درست اختیاری »1 حاصل شرد يك مجمرعا اهداد فناغردسی 
انتنتتا اد 

از دستورهای بالا با گرفتن ه-ع[ و ۱< ع مجموعه‌ها یی حاصل می‌شود که 
عضوهای آن ود و ور وا و ۲۲۵ دی يا (۱ مس و و 
(۱- ام) و و 0 << (به‌ازای هرعدد فرد جو) می‌باشند. 

۳ اعداد این مجموعه به ازای 9-۲ یا 10-۴۳ به دست می آیند که 
همان سه عدد ۵ و ۴ و ۳ هستند , 

از دستورهای دیگر یز برای نعیین اعداد فیلاغورسی می‌نوان استفاده کرد. جنان که 
اگر ده و ۷ اعداد درست مثبت و ۲0:۷ مربع کامل باشد» سه عدد : 

و ۷۷ نا و و ری + اعدا و پی ۷ 6-۷4 يك مجموعذ 
اغداد فیثاغودسی تشکیل می‌دهند . 

تحقیق کنید اگر ۳-- وه باشد : عدد ۲ را چگونه باید اختبار کرد تاو و و وه 


عددهای فثاغوزرسی باشتا. 4 


۳۲ 


فصل سوم 


جچند صلعیهای منتظم 


( ۱-۳ ) - تعریف 

چند ضلعی‌منتفلم آن است‌که هم اضلاع آن باهم و نیز همه ذاویه‌های آن بام‌مساوی 
باشند, مانند مثلث متساوی‌الاجلاع که سه زاوی آن مساودی یکدیگر و سه ضلمش نیز مدماویند. 
یا مربم » که چهارضلعی منتفام است . زیرا چهار زاویة آن ساوی هم دچهار ضلم آن نیز 
مساوی یکدیگر ند . 


(۲-۳) - خواص چند ضلعیهای منتظم 


( ۱-۲-۳) - قضیه - هرچند ضلعی منتظم قابل محاط‌شدن دريك دایره است . 
برهان - دایرة (00,10)) دا که برسهراس ۸ و 7 ون) جندضلمی می گذرد زسم می کنیم؛ 


شکل (۱-۳). 
در مثلث 136() داریم : 
6 مرعت 9 سر( -- 013 
و چون 6 /م --]/, است؛ خواهيم داشت ؛ ۲ 
و درنتیجه 
(آب)۵ ۸ ]۸0۸ <(00 -08 و ,)۱-7 ۶ ونان ۸ ) 
2 بتا بر این 


- (]() جت ۸ (0- (1) 
به همین ترنیب ثابت می‌شود که سایر راسهای 
حندضلعی بر دایرة (6(,1۹):) قر اردار ند. پس چندضلعی 


در دایرء مزبور مبحاط است. . 


۳۳ 


(۲-۲-۳) - قصیه - هرجچند صلعی منتظم قابل محیط‌شدن بربك دابره است , 

برهان- نیمسازهای دوژاویه 13 وز) ازچندضلمی 
منتظم ... ۸8)/[([8 یکدیگر را درنتطه‌ای مانند 0 
قطم می‌کنند (چرا؟)» و این نقطه از سه ضلم ۸13و 
6 و([ن) به يك فاصله است شکل (۷۲-۳). بنابر این 
دایره‌ای که به مر کز () و شعاع ]0 رسم می‌کنیم 


برسه ضلع مزبور مماس است . اما دومثاث :018 و 4 تس 
8 به حالت (ض ز ض) متساویند » پس شکل (۳ - ۲) 


0۸۵ - ۳-0 

و بنابراین نقطه ( مر کز دایرء محیطی چند ضلعی است. از طرفی افلاع چند ضلعی وترهای 
متساوی از این دایره‌اند و ازمر کز آن به يك فاصله‌اند» پبس 0۱]1-- "" "]]() و دایره مرسوم 
برضلم ]1۱ نیز مماس است . 

به همین ترتیب ثابت می‌شود که همه اضلاع چند ضلعی بردایرة به مر کز() و شعاع "011 
مماسن هیتند» یمنی چند ضلعی محیطی است. . 

هرچند ضلعی منتظم قابل محاطشدن در يك دایره وقابل محیط‌شدن بردايره دیگر است . 
دایرء‌های محاطی ومحیطی چند ضلعی منتظم هم مر کزند. شعاعهایی از دایره‌ها که مر کزمشتر له 
آنها را به رأسهای چند ضلعی وصل می کنند باهم زاویه‌های مر کزی متساوی تشکیل می‌دهند 
و زاویه‌های چند ضلعی را نصف می کنند . 

درهرچند ضلعی منتظم پاره خطهایی که مر کز مشترك دایرء محیطی ومحاطی را به رأسها 
وصل می‌کنند. شعاع دایرُ محیطی‌هستند که گاهی با تسامح شعاع چند ضلعی منتظم گفته‌می‌شو ند, 
پاره خطهایی را که از مر کر دایره‌ها پراضلاع چند ضلمی عمود رسم می‌شوند و با شعاع دایرء 
محاطی چند ضلعی مساویند» سهمهای چند ضلعی می نأمند . 

ثابت می‌شود که 
(۳-۲-۳)سقضیه- | گردا یره‌ای را به چند کمان متساوی تقسیم کردهو نقاط تشیم‌را متو الا بابارم 
خطهابی به هم وصل کنیم ۰ يك چند ضلعی منتظم محاط در دایره بدید مي آید . 


(۴-۲-۳) -قضیه- | گردا یر ه‌ای را به‌چند کمان متساوی تقیم کرده‌ودر نقاط تقسیم مماسهابی بر آن 
رسم کنیم . از برخورد مماسهای متوالی با یکدیگر چند ضلعی منتظم محیط بسردايره بدید 
می آ ید . 


۴۴ 


اثبات به عهدهء دانش‌آموزان است . 
بنابر این : 
هردایرء قا بل محیط شدن بر يك ۲ خلعی منتظم و قابل محاط‌شدن در و ضلمی منتظم دیگر است. 


(۵-۲-۳)- اندازه زادیلا < ضلعی منتظم حه قبلا ثابت کرده‌ايم که مجمو ع زاویه‌های دردنی 
هر ۰« ضلعی کوز» (۲8-۴) زاویة قائمه » يا ۲(<۱۸۵۳--8) است. چون دد 9 ضلعی 


منتظم زاویه‌] متساوینلد » اتدازة هر زاویهةٌ دردنی »2 ضلعی منتتم ۱۸ (۲- و یا 
10 


8 ۲-- 11 ۹ ۳ ۳ ۳ » 8 ۰ ۰ ۳ 
۵6۵ 2 است. وجون هرزاويه برونی مکمل يك زاویه درونی آن است؛ اندازْةه هرزاو به 
1" 


بردنی ظ ضلعی منتظم ۱7۳۱۳۹ پا تضلا است. 
1 17 


تمرین 
۱ - هريك از عبارتهای زیر را چنان کامل کنید که گزارءٌ درست حاصل شود . 
- درهرچند ضلعی منتظم همُ...ها با یکدیگر و هم...ها نیز باهم مساویند . 
مربع يك چهارضلعی .... است , 
سبط ول يك چهارضلعی قابل ,.., دایره است . 
لوری يك چهارضلمی قابل .... دایره است , 
- هر 1 ضلعی منتظم دريك دایره .... است . 
_ هرزاویة يك ده ضلعی منتظم مساوی ... درجه است. 
۲ - کدام‌يك از گزاره‌های زیر درست و کدام نادرست است ؟ 
_ هرجند ضلعی منتظم قابل محیط‌شدن بردایره است . 
- هرچند ضلعی محاط در دایره يك چند ضلعی منتظم است . 
درهرچند ضلعی متتظم محاطی کمانهای نظیر اضلاع » متساویند . 
_ هرچند ضلعی. محیطی يك چند ضلعی منتظم است . 
- برهرچند ضلعی محاطی يك دایره محیط است . 
- چند ضلعی درصورتی منتظم است که همه اضلاع آن مساوی یکدیگر باشند . 
درهرچند ضلعی منتظم همه اضلاع متساویند , 
- چند ضلمی‌محاطی که‌همه زاویه‌های آن مساوی یکدیگر باشند» يك حندضلعی منتظم است. 


۴۵ 


۳ - بردایرهای پنج نقطهة ۸ و 8 و 6 و (1 و ۴ دا متوالیا چنان اختیار کرده‌ايم له 
کمانهای ۸3 و 1360 و ([ز) و [(] هر يك "۷۲ است . آیا چند ضلعی محاطی ,(] ۸ 
چند ضلمی منتظم است * 

۶ ثابت کنید ۰ 

۱ ) درهرپنج ضلعی منتظم» هردوضلع مجاور با دو قطر گذرنده از رآسهای غبر مشترلك آنها 
لوزی تشکیل می‌دهند . 

۲ ) هرقطر پنج ضلمی با یکی از اضلاع موازی است. 

۳ ) از نلاقی قعرها با یکدپگر پنج ضلعی منتظم دیگری پدید می‌آید . 

۵ - اندازه‌های هريك اززاه به‌های چهادضلعی» شش لعی» هشت ضلعی» و دوازده ضلمی 
منتظم را ساپ کنید . 

- ثابت کنید اگر متو ازی‌الاضلاعی بردایره محیط باشد» يك لوزی است . 

۷ - ثابت کنید اکر منوازی‌الاضلاعی در دایره محاط باشد» مستطیل با مربع است . 

۸ - ثابت کنید اگر متو ازی‌الاضلاعی دريك دایره محاط و بريك دایرء دیگر محیط باشد ؛ 


بم: است 
لو شتا و 


(۳-۳) - رابطه‌های طولی در چند ضلعیهای منتظم 


از جواص چند ضلعیهای منتظلم راههایی برای ترسیم آنها» همچنین برای محاسب+ُاجزای 
آنها , می‌تو آن نتجه گر فت . در این بش تعصی از این راهها را مطالعه می کنيم, 


(۱-۲-۳) - شش صلعی منتظم س اگر شش ضلعی متقام ۳(۳۳۲ در دايرة (2)0,۳) 
محاط باشد : شکل (۳-۳)» وع - ۹ -- ۸ و درننیجه مثلث ]۸۸60 متساوی‌الاضلاع 
ات پنابر این - ]۸ و از این وی گی بر ای [ سور شش ضلعی متنظم محاط در دایره استناده 
می‌شود. به این ترتیب که بردایره شش کمان متوالی که انداز؛ وتر هريك ازآنها مساوی شعاع 
دایر ه باشد حدا کرده و نقاط تقسیم را متوالیأً به هم وصل می کنیم ۰ 

اگر در قاط تفسیم مماسهایی بر دایره رسم کئیم » از برخورد آنها شش صلعی مننظم محیط 
بر دایره حاصل می‌شود ۲ 

گر 01 ارتناع متلث ۸03 باشد , "مک ]0 (چرا ؟) 


۴۶ 


اکر بردایره مماسی موازی وتر ۸3 رسم‌کنيم 
و این مماس شماعهای ۸() و 0 را به ترتیب در 
نقاط ۸۱ و "19 قطع کند » پارء خط ۱13 ضلم شش 
ضلعی منتظم محیط بر دابرء است (چرا ؟). ومی‌توان 


داشت ۰ 
۶ ۸۱13 
۸5 
و چون ۱-1( ۸ و 0-2 و 1۲ "01 
است : 
۸-۴ 


در هندسه معمو لا اندازٌ ضلم 0 ضلمی منتظم مصاط دريك دایره را با نماد و اندازة 
ارتفا ع یا سیم آن را با 9 انداره ضلع 1 خلعی منتالم محیط بردایره را با ,") نمایش می- 
دهیم , پس در يك دايره با شماع 8 طبق آنچه اثبات شد . 


(۲-۳-۳) -. صورت کلی محاسبة اضلاغ چند ضلعیهای محاطی 3 محیطی يك دایره 
هرگاه ۸۵3 ضلع : ضلمی متظم ‏ محاط در دایر؛ (2)00,14) باشد» شکل (۴-۳): به‌موجب 


تفرید: م33 و بانرانه .سس و0 د اگر ۸ 014 با : 


۳۳۳ س 
۹ 


1109 است : درمثلث 01713 : 


13 - 11013 ۰ 0 13 1[ 
و با ملاح آن‌که ]۲۳۱ -- 1 است 
.۱۸ 


در همان مثلث قائم‌الزاویه حاصل می‌شود . 
۱/۸۰ 
1 


۳. ۸ 


۳۷ 


1 شود ۲ 1 ۶ -- "ر) 
و بد اسانی ثابت می‌شو د نه 0 7 ۳ 


زیرا در مثلت 011*۸۰ دار یم : 


۱۸۹ 


< ۲۷4 - 


۳ 


یی 
ده باز ۳ 
متال ‏ می‌دا نی دکه ۲۳۹۳ و ۳۰و6۵ و و هرن توت ات 


2 شش ضعلعیهای منتفنم محاطی و ءحیطی يك دایره ۰ 


۲1۸-8 ع ی 
مه 
8 ۵ 


(۲-۳-۳)سمئلتهای متساوی)لاضلاع محاطی 9محیطی 
داثر ۵ 
برای رسم مثلث متساوی‌الاضلاع 
محاط در يك دایره , باید دایره را به سه 
کمان‌متساوی‌تقسیم کنیم » بر ای‌این منظور 
نقطهٌدلخواء ]۷[ ازدایره را درنظر گرفته؛ 
شکل (۵-۳)؛ و به مرکز 1 وشعاع 16 
کمانی‌دسم می کنیم تا دایر» را دردونقطةً 
۸ و تطع کند . ۸8 ضلع مثلث ف ۳-۳ 
متساوی‌الاضلاع محاط در دایره است. (چرا؟) 


اگر 7 عمود بر[ هر رسم شود چون 0۸۲-۴ است» ]وبا استفاد 


۴۸ 


1 ۳ ۳ 
ار قضید فیثاغو رس می‌تو ال داشت" ۸11-2 و در شخه ۸-1 <ب) است 
ازجا 7و ازع 0 :هتم آند: . 


یعنی در دایره به شعاع 16 : 


اس کسیر هب 


با استقاده از دستورهای کلی نیز با ملاحظه آن که كت * هوجو و تبون وه و 
۰۲-۳ ۶و؛ است» اضلاع مثلثهای محاطی ومحیطی ت با شعاع 1 و سهم مثلث‌متساوی 
الاضلاع محاطی به همین صورت به دست می‌آیند . 

۱ - اندازه‌های سهم وشعاع مثلث متساوی‌الاضلاع وشش ضلعی منتظم محاطی ومحیطی 
دایره‌ای به شعاع ۷ سانتیمتر» همچنین مساحت هريك از این شکلها را حساب کنید . 

۲ - دد مثلث متساوی الاضلاعی اندارء هر ضلم آن ۱۲ سانتیمتر است ؛ انداژه‌های 
شعاعهای دایره‌های محاطی ومحیطی آن را تعیین کنید . 

۳ - با استفاده از دستوزرهای مر بوط به محاسبة اضلاع چند ضلعیهای محاطی و محیطی 
دایره » اندازه‌های اضلاع مسربعهای محاطی و محیطی دایره‌ای به شعاع ۱۰ سانتیمتر 
حساب کنید , 

م ‏ هريك از عبارتهای زیر را چنان کامل‌کنید که يك گزارة درست حاصل شود . 

هرچند ضلعی منتظم بريك دایره , .. ودريك دایره ... است» نسبت شعاعهای دو دایره 
درشش ضلعی منتظم برابر است با ... 

- مرکزهای دایره‌های محاطی ومحیطی هرچند خلمی منتظم .. 

۵ - اضلاع شش ضلعیهای منتظم +حاطی و محیطی دایره‌ای به ۳۹ ۵ سانتیمتر نظیر 
به نظیر موازی یکدیگر ند» مساحت سطح محصور بین دوچند ضلعی را حساب‌کنید. صورت کلی 
مساحت سطح مزبوررا برحسب 1 شعاع دایره تعیین کنید. آیا | گراضلاع شش ضلعیها موازی 
نباشند: این مساحت تغییر می‌کند ؟ 


(۴-۳-۳) - مربعهای محاطی ومحیطی دایره 
وقطر(]1 را بر آن عمود می کنیم » این دو قطر دایره دا به چهار کمان متساوی تقسیم می کنند 


۴۹ 


(چرا ؟), از وصل‌کردن نقاط متوالی تفسیم به یکدیگر مربع 860 پدید می‌آید که دد 
دایره محاط است ه 
ی در نقاط تقسیم‌مماسهایی بردایره رسم کنیم 7 
از بر خوز ۵ آنها مر بهی ال وش می‌آید که بردایره محیط است . 
حال ملاحئله می کنیم که درمثلث تائم الز اویه 013 6 
۱ ۷ 1 ۸ج ۲۷1 )+۸۲ ۲( زر 8 
اگر 01 ارتفاع نظیر رأس () از اين مثلث باشد : 


7 04 (چرا 4) 


دکل (۲-۳) 


و به موب استدلالی مشابه آنچه قبلا ذکرشد » ثابت می‌شود که ۰۲ ۳ ۸۲. 
بثا بر این در دایره به شعاع 16 


بصن ۱ "اوه 6۱8 


(۴-۳) - محبط ٩‏ مساحت دا بر ه 


(۱-۴-۳) سب محیط دایره 
ثابت می‌شود که در هر دایره داده شده ) بحیط هر چند فلعی محاطی کوچکتر از محیط هر 
چند ضلعی محیطی است و در نثیجه دست کم يك‌عدد يا فت می‌شود که از همه محیطهای چندضلمی- 
های محاطی بزر گتر و از همه محیطهای چند ضاعی‌های محیطی کوچکتر است . فضیه زیر نشان 
می‌دهد که چنین عددی یکتا است. 
(۳-۴-۳ ) س قضیه - تنها دك عدد بیدا می‌شودکه ازهم‌محیطهای چندضلعیهای محاط در يك دایره 
داده شده بزر گتر و از همه محیطهای چند ضلعیهای محیعلی ( آن دایره) کوچکتر باشد. 
برهان - ور ضلعیه‌ای منتظم محاطی و محیضی دایرء(00,]0)) درشکل (۳- ۷) دا در 
نتار گرفته پاده حطهای 0 و 0 سهمهای آنها را رسم می کنیم . 
اگر ۳ و ۳ به ترئیب محیطه‌ای دوچند ضلعی باشند : 


۵ 


۱ 
و بنابراین : ۸1 س # 
یر م1۳ 
اما دومثلث 0۸۵۸ و ۳1۸]() متشابهند؛ 
۵154 ۰ ۸۲۲ ۱ 
(جرا 10 درتیجه رج-< 7و و با ملاحظه 
آن‌که ] -- ۵() و س وم1 ]01 است 
می‌توان نوشت : 
۳۶۰ ۳۶۰ :2 
> 8 -- +1 5 ومع 4[ سس 3 
۳۶۰ و 
یا ۱ نوی 
0 ش 
آما هر قذرعدد صحیح 11 بز رک شود» زاویه ص کو چکتر و کسینوس آن که همو اره از 
عدد بل کوچکتر است» بزر کث می‌شود و به‌عدد بك نزدیکتر می‌شود. پس کسر - ۳ نیز وفتی 
2 


که و بزر گلمی‌شودبه‌عدد۱ نزديك می‌شود. بنابراین ۳ و م۳ می‌توانند به‌هر اندازه دلخواه 
به‌یکدیگر نزديك شوند. این نشان می‌دهد که تنها يك عدد می‌تواند از همه محیطهای چند ضلعیهای 
" محاطی بزر گتر و از همه محیطهای جند ضلیهای محیطی کوچکتر باشد. 


آن دایره بزر کتر و از همه محیطهای چند ضلیهای محیطی آن دايره کوچکتر است. محیط دایره با 
همان واحدی انداژه گیری می‌شود که محیط چند ضلعها اندازه کیری شدها ند, 


تمرین 
۱ - محیطهای هم ضلعیهای منتظم محاطی و محیطی دایره‌ای به شعاع ۱۲ سانتیمتر را 
ساب کاید. ۷ مجمو ع این دو مدرط ۳ تعبین کید و اختلاف آن زر با حرط دایره بلداست 


آورید. 


۵۱ 


مساحتهای «ثلثهای متساوی‌الاضلاع محاطی و محیطی همان ذایر ه , 


محاسبلا محیط دایره 


( ۳-۴-۳ )«قضبه م لسبت محیظ هردایره‌به اندازه فطر آن مقدار ثابتی است . 


بر هان - اک دودایره که اندازه شعاعهای آنها 1۱ و1 است در نظر بگیر یم ؛ محیطهای 
0 ضلعیهای منتظم محاط درآنها به ترتیب ۰ 


وت ۲ و ۲۵1۲ سا (چرا ؟) 
۳0 


2 _ .۳ 
۰ . و" 
است » بعنی نسبت محیطهای 0 ضلمیهای محاط در دودایره مقداری ثابت و مساوی نسبت 
شماعهای آنهاست . ولتی 2 عدد بسیاربزر گك باشد ,۳ و ,"1۳ به محیطهای دودایره نزديك 
می‌شوند. پس اکرمحیطهای دودایره را با ز) و "4 نمایش دهیم خواهیم داشت : 
8 
با 0 
این تساوی را به صورت زیر می‌نویسیم : 
_ ۵ 
۴ ۲۴ 
یعنی۰ نسبت محیط دایره به قطر آن درهمه دایرمها یکی است ومقداری ثابت دارد. این 
مقدار ثابت يك عدد کنک است که تا يك ده هزارم تثریب ۳۸۱۴۱۶ می‌باشد , 
اندازة واقعی نسبت‌محیطدایره را به تطر آن‌در کتا بهای‌ریاضی باحرف‌بوانی 97 نشان‌می‌دهند, 
تعیین عدد 7 سابتة تاریخی جالب دارد و برای این منظور ریاضیدانان روشهای مختلف 
به کاربرده و کوششهای بسیار داشته‌اند. یکی ازروشهای ابتدایی محاسب ۲ را ضمن‌خواندنیهای 
خارج از متن کتاب ارائه نمو ده‌ايم ۹ 
از آنچه ذکر شد می‌توان ننيجه گرفت : 


۵ 


(۴-۴-۳)-قضیه - محبط ظر دادره ساوی‌حاصل‌ضرب اندازه قطر آن دابره در عدد7 است. بعنی 


اگر محیط دادره‌ای به شعاع 0 را دا نماذ ) نما یش دهیم : 


۱ ۱ << ۱ 


(۵-۴-۳) - مداحت دابره 
از خحاصیتهای ساحت که درسال گذشته دیدیم به سادگی نتیجه می‌شود که مساحت هر چند 
قلبی محاط ور وف دآنره اژتساحت هرچندضانن محیط بزهمان دایوهکوچکتر اسبته وازخامیتت 
های عددهای حقیقی نیز نتبجه می‌شود که دست کم يك عدد یافت می‌شود که از همه ساحتهای‌چند 
ضلمهای محاط درآن دایره بزر گتر و ازهمه مساحتهای چند ضلمهای محیط برآن دایره کوچکتر 
است. قضیه ز بر نشان می‌دهد که چنین عددی یکتا است. 


(۴-۳- ۶)« فضیه - تنها داث عدد دافت می‌شود که از همه مداحتهای جندضلعيهای محاطی در دك 
دابره بزر گتر وازهمه مساحتهای چند‌صلعرع‌ای محیط بر آن دا بره کوچکتر است . 


برهان س ساحت هر ضامی متتظم برابر است با حاصلضرب محیط آن در نصف 
اندازه سهم قویرا ول شکل زیر مساحت مثلت ۲3 ۸ () برابر است با حاصلضرب 
3 در نصف سهم .چند ضلعی و بنایر این مساحت ۲ ضلعی منتظم بسوایسر اضست با 
2۸۱۰ ) که ]0.۸1 محیط جندضلعی و 
سهم آن‌است. بنا براین و٩‏ و م5 (مساحتهای 
7 ضلعیهای منتظلم محاطی ومحیطی در دایره بشعا ع 


۳ به ترتیب با علدهای ود‎ ) ٩ 


٩‏ برابرند . بنا به آنجه پیشتر دیدیم 


هنگامی که »2 بزر گث می‌شو د یل سس 
10 


هردو به‌عدد ۱ ندیمی‌شوند. در تیجه *رچ نیز به‌عدد ۱ نزديك می‌شود . این نشان می‌دهد که 
۳ 


تها يك عدد می‌تواند از همه مساحتهای چندضلمهای محاطی دایره بزر گثر و از همه ساحتهای 
چند ضلیهای محیطی دایره کوچکتر باشد. 


تعریف ‏ عدد یکتایی که از همه مساحتهای چند ضلعیهای محاطی دريك دایره بزر گثر و از 
همتساحتهایچندضلمیهای محیط بر آن دایره کوچکتر استساحت آن‌دایره امیده می‌شود. ساحت 
داپره با همان واحد اندازه گیری سنجیده می‌شود که ساحتهای حند ضلمیها سنحیله شده‌انك. 
(۳ -۷-۴) - قضیه -مساحت هر دایره برابر است با حاصلضرب توان دوم شعاع درعدد 7 

برهان -- فرض کنیم شما ع دایره برابر با 3 است. دذبرهان قضیه پیش دیدیم که بابزر گك 
خدن ‏ علدهای ود و وا به‌هر اندازه دلخو اه به یکدیگر نز ديك‌می‌شو ند" وجون ساحت دابره 
همو اده بین 2 کب قر ار دادد؛ پس عددهای یه و و به هر اندازه دلخواه به مساحت‌دابره 
نزویلمی‌شوند. اما م/10۳۳س م5 که با بزر گگ شدن ور بعدد (713)۲718 ( به هر اندازه 

۲ 


دلخضو اه أ( نزديكك می‌شود. بنا بر این ۲ ساحت دابره 


(۵-۳) - رادیان »واحد دیگراندازه گیری کمانها 


(۱-۵-۳) - عریف - رادیان اندازء کمانی ازهردایره 
است که دز ازای آن مساوی اندازة شعاع دايره باشد » 

اکرقطعة ریسمانی به اندازءٌ شعاع دایره بریده 
و آن را دقیقاً برکمانی از دایره قرار دهیم تاآن‌کمان 
را پوشاند » اندازهکمانی راکه بین دوسر این ریسمان 
محدود است ؛ يك «رادیان» می کویيم . 8 

درازای کمانی که اندازء آن بك رادیان باشد در 
دایره‌های مختلف متفاوث است ده این موضو ع را دد ۱ 
دایره های هم مر کز ء شکل (۳- ٩‏ )۰ به‌عویی مي‌توان فل (۲-۰۶) 
دید . 


می‌دانید که اندارهٌ محیط هردایره به شعاع 1 مساوی ۷۲ است . پس نسبت ددادای 
يك دود کامل دایره. به کمانی که ددازای آن مساوی شعاع دایره باشد ۲7 است . اد این 


۳ ۳ 5 ۲ و ت ۱ 3 8 1 ۳ » 
رو اند ازه نیم دایره را برحسب رادیان باجح و اندارة دبع دایره دابا تب نشان می دهیم . 


(۲-۵-۳) - تبدیل رادیان به دیگر واحدهای اندازه گیر ی کمانها - اگرانداز؛ ۸13 برحسب 
رادیان ۲ و برحسب درجه (] باشد ء با م«حلة آن‌که مررادیان و هردرجه و ‌اندازا 


و[ 


: ۳۳ ۲ ۹۹ 

يك دور کامل دایره است. ؛ اندازه ۸ برحسب دور کامل دایره ازطرفی 3 از طرفی ۳۰ 
است ؛ بنابراین : _« 
۰ ۲7 


به كمك این رابطه وقتی اندازءُ کمان را برحسب بکی از دوواحد داشته باشیم » اندازة 
آن برحسب واحد دیگر به دست می‌آید . 


۳ ۳۳۳۹ ۵ ۱ ۰ 7 
مثال - اندازه کمان "و برحسب رادیان از رابطة بالا به صورت و« ۳ به دست‌می آید, 


(۳-۵-۳) - محاسية درازای کمان دایره - از آنچه ذکر شد می‌توان نتیجه گرفت که اگراندازه 
کمانی برحسب رادیان مساوی » باشد, درازای آن از دستور زیر به دست می‌آید : 


كت 


مثال درازای نیمدایره‌ای به شعاع مساوی 117 و درازای کسان ۰٩‏ همان دایره 
4 
3 


است , 


نمرین 

- دودايرة هم‌مر کز به شعاعهای 11 و "1 مفروضند » مساحت سطح محصوریی آنهارا 

۷۲- مساحت داپره‌ای به شعاع ۲ سانئیمتررا حساب کنید . احتلاف بین ساحت این دابره 
را با ساحت هشت ضلمی منتظم محاط در آن تعیین کنید : 

۱ 1 0 
(۲-۷۳ "و۳ ۲ 

۳ - در دایر؛ به شعاع ۱۷۲ سانتیمتر درازای کمانی را که اندازء آن برحسب رادیان 
۳ 

- دوقطر ۸1 و (لر) از دایر؟ (2)0,18) بریکدپگر عمودند. بس رکز ز) وشعا مذشن) 


۵۵ 


کمانی از دایره دسم می کنیم که در دردن دایره و به دو نقطه ۸ و 13 از دایره محدود باشد . 
بين این کمان و یمدایره‌هایی که با آن کمان درنقاط ۸ و 13 تلاقی کرده‌اند سطحهایی محصور 
می‌شوند » مساحت هريك از این دوحزه دایره را تعیین کنید , 

۵- مثلث :۸6 در رأس ۵ قائم‌الزاویه است . به قطرهای ۵1 و )هر دونیمدایره 
در حارج مظث رسم می کنیم. ین این نیمدایره‌ها و دایرژ محیطی مثلث دو سطح هلالی شکل 
پدیلمی آ بند. ثا بت کنید مجمو ع مساحتهای سطحهای‌هلالی‌شکل مز بورباساحت مطلمتساوی‌است. 


۵۶ 


سخبی در بارهة عدد + خواندنی 


قدیمترین سابع تادیخی در بارء عدد 7 پاپیر وسی‌است که اکنون درمسکو نگهداری 
می‌شود» در این سند محاسبة محیط دایره به وسیلة مصریان داده شده است . به موحب 
این محاسبه ثسبت محیط دایره به قطرآن ساوی ۳ است . در محاسبات بابلیان نیز این 
نسبت ۳ گرفته شده است . بسه اغلب احتمال این نسبت را از کوششهای تجربی نتیجه 
کر فته اند و مبنای دقیق علمی نداشته است . نخستین دیاضی‌دانی که در بارءٌ عدد 7 
بر اساس تفکرریاضی بژوهشهایی انجام‌داد بقراط بود که درسد؛ پنجم پیش‌ازمیلاه می‌زیست. 
وی دریافت که مساحتهای دودایره با مربعهای قطرهای آنها متناسیند . 

ارشمیدس , نابغة علم» به‌ثابت‌بودن نسبت‌محیط دایره به‌قطر آن پی برد وبه کمك 


۶ ضلعی‌منتظم محاط در دایره این نسیت را بین ۳ ۳ تعیین کرد که به مقدار 
واقعی ج بسیارنزديك است . 

درجریان د گر گونیهای علوم‌ریاضی» دانشمندان بسیاربر ای‌محاسبك عدد چصرفوقت 
کرده‌اند . لیکو بر اه منجم معروف دانمار کی درحدود ۳۰۰ سال پیش درمحاسبات خود. 
برای محاسبهٌ ۳ به‌عدد ۳/۱۴۰۹ رسید. مقارن هحین اوقات فرانسوا وبت (8ز۲۳۲۵۳6۵ 
6 ) ریافی‌دان معروف فرانسوی به کمك ۳۹۳۷۱۶ ضلمی منتظم مقدار. ۲ را تا ٩‏ 
رقم اعشار حساپ کرد . 

ریاضی‌دان نامدار ابرانی غیات‌الدین جمشید کاشانی (۰۷-۷۶۵۳م هجری)؛ که در 
نجوم و حساب ابتکارهای بسیارجالب داشته است » درحدود بك قرن ونیم پیش از وبت 
در کتاپ «رساله محیطیه» نسبت‌محیطدایره برقطر آن را تا بیش‌ازن ۱ رقم اعشارحساب کرده 
بود . نتیجة اين محاسبه چنین بوده است: ۰ ۸۷۹۳ ۰۵۸۵ ۰۶۵۳ ۲۹۲ ۳۸۱۴۵ 

دد ادو اداخیر با پیدایش حساب دیفر انسیل وانتگرال وبا استفاده ازدشته‌های‌عدوی 
سامتناهی دد محاسيةٌ عدد 7 پیشر فتهای قا بل ملاحظه حاصل شد.با این دوشها » با زحمت 
خیلی کمتر عدد »دا بادقت به مراتب بیشتر تعیین می‌کنند . درسال ۱۸۷۳ میلادی 
وبلیام شناث انگلیسی عدد 7 را با ۷۰۷ رقم دهدهی‌حساب کرد. این‌عدد درقصراکتشافات 
پاریس درغرفة مربوط به علوم ریاغی‌به صورت نواری دورتا دور تالارنوشته شده است. 


# یج 


۷۲ 


درقرن اخیر در سال ۱۳۳۴ با استفاده از ماشینهای حسابگر الکترونیکی بیش‌از ۳۰۰۰ 
رقم دهدهی عدد ۲ را تعیین کردند . روشن است که این محاسبه بیشتر ۳ تفتن دارد و 
نمودار قدرت وارزش روشهای جدید است» زیرا با هم پیشرفتهای صنعتی وعلمی آمروز 
در عمل ب ای دقیق‌ترین و حساسترین کاربردهای محاسبه تنها ده رقم دهدهی اول بعداز 
ممیز عدد چ اژ اعتبار و دقت کافی بهره‌مند است . 
دربار و حه امگذاری این عدد باید گنت که نماد چ برای « نسبت محیط دایره 
به قطر آن» ازاوایل قرن هحدهم به کار رفته وبه‌اين مناسیت بود که وارَة محیط در ربان 
یوئانی با حرف 7 شرو ع می‌شود , اما به طوری که ذکر شد توجه به این عدد سابتة 
قدیمتر دارد و آن چنان مشغلهُ فکری انسان متمدن بوده است. که دربار؛ آن در تادیخ 
زندگی علمی ملل داستانها آمده و افسانه‌ها و شعرها گفته‌اند. از آن جمله در زبانهای 
مختاف شعرهایی گفته اند که با کلمات و حروف آن رقمهایی ارعدد 7 مشحص می‌شود و 
برای به خاطرسپردن این عددبسیارمفید است. قدیمیترین شعر دراین زمینه به ربان‌فر انسه 
سروده شده است وجنین است ۰ 
اه 1716 همه دص هروه ۲2۵۲6 ۸ عصصنه ز عیام : 
928 
۴ ,۵۳۱۵/6 ,۸۳10۵6 ۲۳۱۱۵۲۵۵1۱ 
7 ۵۱۵۲ و12 وان انوم اصمصهعناز هه ع4 ادا 
د وموعاصو27 ماأنعععم 06 294 عصخ(طم۳ج صما زمنه ۳0۲ 
شمارش تعداد حرنهای کلمات این متن عدد ۲ دا به صورت زیر با سی رقم اعشار 
نشان می‌دهد . 
۵٩۲ ۶۵۲ ۵۸۹ ۷٩۲ ۲۳۸ ۴۶۲ ۶۴۳ ۳۸۳ ۰.۹‏ ۳۶۸۱۴۱ 
در زبان فارسی شعر زیر دراین زمینه سروده شده است : 
کرکسی ازتو پرسد ره آمختن 7 پاسخی ده که خردمند ترا آموزد 
« خرد وبینش و آگاهی دانشمندان ره سرمنزل توفیق به ما آموزد » 


تعداد حر وف کلمه‌های بیتِ دوم شعر » عدد ۲ را با ده رقم اعشار مشخص می کند, 


توت تبرت تست تنس تم و تسس سر رس سرخ 99۴ 


۵۸ 


فصل چپارم 


خط و صفحه در فضای سه‌بعدی اقلیدسی 


 )۱-۴(‏ کلیات 


(۱-۱-۴) - فضای سه بعدی اقلید‌سی - فضائی که در آن‌زند گی می‌کنیم مدلی ازفضای افلیدسی 
با #ضای سه بعدی است , فضای سه بعدی اقلیدسی یکی‌ازفهومهای نخستین (تعریف نشده) می- 
باشد و دراین کتاب همه جا منظورما ازفضا همان فضای سه بعدی اقلیدسی است. فضا مجموعه‌ای 
از بی‌نهایت نقطه می‌باشد ؛ حط و صفحه نیز که به ترتیب دارای يك بعد و دو بعد می‌باشند هر 


باث دیر مجمه عه ای از قفا می با شند ۱ 


(۲-۱-۴ نیم فضا - مجموعه همه نقطه‌هایی که در يك طرف يك صفحه قرار دارند يك تیم 
فضا نامیده می‌شود هر نیم فضا صفحة مشخص کنندة خود را که مرز آن نیم فضا نامیده می‌شود در 
بردارد. ویژ گیهای زیر بدیهی هستند: 

(الف) - هر گاه دوسر پاره خطی دريك لیم قضای داده شده باشند» همه آن پاره خحط در 
آن نیم فضا است. 

(ب)«هر گاه ان دوسر پاده‌تعطی فقط یکی در يك نیم فضای داده شده باشد : آن باده‌خط 
مرذنیم فضا را تنها دد يك نله فطح می کند . 

اگر صفحه 0 و نقطه ار غیر واقع برآن داده شده باشند» نیم فضایی که با ۳ مشخص 
می‌شود و ۸ دا در بر دارد با نماد ۸ر و ۳] نمایش داده می‌شود. 


(۲-۴) - اوضاع نسی دوخط در فضّا 

۱) دوخط که تنها دريك نقطه مشترله باشند » خطهای هتقاطع نامیده می‌شوند . 

۷۲) دوخط متمایز که دريك صفحه باشند و نقَطه مشترلك نداشته باشند » خطهای موازی 
گفته می‌شوند , ۰ 

۳) دوخط متمایز که نفطه مشترلك نداشته و در يك صفحه نیز واقع نباشند » متنافر 
نامیده می‌شوند شکل (۱-۲) ۰ 


۵۹ 


هر خعط 4 و يك نقَطةُ () واقم درخارح آن خط 
يك صفحه اند ۳ مشخص می‌کنند » (چرا ؟) شکل 
(۲-۳)» دراین صفحه بر نقطه () يك خط وفقط يك‌خط 
موازی خط 8 مرور می کند ( اصل اقلیدس ) . هر خط 
دیگری که برنقطة () بگنرد و در صفحذ ۳ نباشد ؛ 
موازی خط 4 نیست (چرا؟). 


بنابر این : 
برهر نقَعله واقع در خارح يك خط » فقط يك خط 


۱ ۹ [ قاِ_ ٍِ ۳ ۳ 
ات ۱۳0 ۱۲۷۵ 
رت کرت ۱ 15.4 
و 


مواژی آن مرور می کند» و این سورت‌کنی اصل اقلیدس الق . ا . ۱ 


درمورد هرخط ونقطه دلخواه از نضاست . هکل (-۲) 


با ملاح آن که انطباق دوخط را نیز حالت خاصی از توازی گرفته‌ايم» اصل اقلیدس را 
به صورت کلی‌تر ژیر نیز می‌توان بیان کرد : ۱ 

برهرنقطه تنها يك خط موازی خط مفروض مرور می‌کند . 

از آنچه ذکر شد می‌توان نتیجه گرفت کد 

اگر دوخط متوازی‌باشند , مرصفحه که بریکی از آن دوخط و نقطه‌ای ازخط دیگر بگذرد» 
همه تقاط خط دوم را شامل خواهد بود» ژیرا درغیر این صورت دوخط متمایز مفروض متنافر ند 


نه متوازی , 


(۲-۲) - اوضاع نسبی خط ٩‏ صفحه 


هر گاه صفحة ۳ وعط راست 04 بعنو ان مجموعه نقاط دز نظر گرفته شوند» وضع خحط و صفحه 
تسبت به هم از سه حال خارج تیست : 

اب اشتراله دومجموعه ؛ مجموعه‌ای شامل تنها نقطه () است. دراین صورت گوییم خطل 
و صفحه ۳ در نقطهٌ () متقاطمند (شکل ۲-۴). 

۷ب دو مجموعه عضو مشترله ندارند» یعنی اشترالد آن مجموعه تهی است (شکل ۴-۴۷). 

۳- اشتراله دو مجبوعه بیش از يك عضو دارد. در این صورت به موجب خاصیت اصلی 
صفحه. هبه نقطهای نخط ‏ برصفحه۴ واقعند یعنی خط 3 برصفحه ۲ واقم است (شکل۲-ه) 

#عریف سب يك خط را موازی يك صفحه می گویيم هر گاه بر آن صفحه منطبتی باشد یا باآن 
صفحه اصولا نقطهٌ مشتراه نداشته باشد (حالتهای ۷ و ۲). 


۴ 


شکل (۲-۳) شال (۴-() شکل (مبه) 
دراین حالت سورت نمادی نوازی خط وصنحه چنین است : 


٩۳‏ جس (ه < 40۳۴ با ۳ع1) 
اکر توازی خط وصنحه به صورت فوق درنظر گر فته شود وضم نسبی خط وصفحه‌شامل 
دوصورت خواهد بود : 
حط وصفحه متوازپند . 
ساخط وصفصه متقاطمند . 


تمرین 
۱- صفحا ا و افطة () ردی آن سفروضند یم حط ]۷[() نسبت به صفحا ۳ چه وضعهایی 
می تو اند داشته باشد ؟ 
۲- صفحا ۳ و قطا() ردی ۲ و نقطة ]1 خارج ۳ مفروشند. نیم خحط ]۷[() نسبت به‌نیم 
فضایی که 1 را در بر ندارد چه وضمی دارد. 
۳- صفحة ۳ د۳ع() بفروضند وخعط 8 برل) می گذرد. اگر 8۱۳ باشد؛ وضع مجموعة 
تقاط حط و صفحه را بیان کنید 


(۴--۲) - اوضاع نسبی د#صفحه 


(۱-۴-۴) - فصل مشترل دو صفحه .- طبق اصول خوانده شده » سه نقطهٌ غیر واقع بر يك 
خحط راست بلك صفحه مشخص می کند . اکنون ابت می کنیم که این صفحه منحصر به یکی است. 


۶۱ 


یعنی : 


(۳-۴-۴) -قضیه- بر سك نقطاغیر و اقع بر باك خطراست فقط يك صفحه م یگذرد . 

برهان - ابت می کنیم که هر دو صفحه مانند ۳ و "۳؛ که سه نقطهُ غیر واقسم بر 
يك خط راست» مانند ۸ و 9 و نز را شامل باشند» بر یکدیگر منطبق هستند» یی در شکل 
(۶-۴) ۰ 

۳-۷۰ ج (۸ ۶ ) و ۳ ع 0 ,3 ,۸ و 6۳۲ ,ظ ,ه۸) 
اگر نقطه ]۷[ از ۲۳ را به‌قطهٌ آا[ ددی ۸9 و ین ۸ د 1 دصل کنیم » خواهیم داشت 
۱۲۳( 

خط ]۷ دست‌کم یکی از دو خط 190 و۸ ۲ 
را قطم می کند» (چرا؟) 

اگر این خط مثلا ۸0۳ را در نقطة ر[ قطم کند: 


۲ ۷ جچ- ۳۳ ۸۳۲ ۱ 
د چون ]۷[ بر امشداد آ,] قرار دادد» "۷]60 یعنی : هر نقطا ]۷ ازصفحة۳] نقطه‌ای ازصفحة 
است . 


باهمین روش ثابت می‌شود که هر نقطةٌ 1۷ از صفحه ۱ بر صفحهٌ 8 واقع است . 
پس صفحد همان صفحهٌ ۳ است. یعتی: برسه نقطه ۸ ,3 بن) فقط يك صفحه می گذرد. 


(۳-۴-۴) -قضیه- | "ردو صفحه متما یز 9۳ <] رك نقطلا مشتر لك ۸ داشته باشند» آن دو صفحه فقط 
در باك خط راست که بر ۸ م ی گدرد» مشتر کند . 

برهان -- نقطهُ ]1۷ (0 ع ]) دا به نقطةٌ هر دصل کرده و عط حاصل دا امنداد می‌دهيم 
و بر امتداد آن قطه آا[ را اختبار می‌کتیم » شکل (۷-۳) ؛ از این فرض که ۳ ع ‏ و ۸ 
بين دو نقطهٌ ]1۷ و ۷ است نتیجه می‌شود که 
دو قَطةٌ اخیر در دو طرف صفحهٌ ۳۳ قرار 
دار ند . 

حال اگر نقطةٌ دیگری ما نند ۷۲ ددی ۲ 
و در نیم فضای ]۷[, "۳] اختبار کنیم » چون‌نقطةً 
در نیم فضای ]1, "۳] یست. دو قطهُ "1۷ 
و ۷[ در دو طرف صفحةٌ "۳ واقع می‌شوند و شکل (۴۶- ۷) 


۶ 


بنابر این پاره خط ۲ با صفحه ۳ نقطة مشتر کی مانند 0 دارد و ۳ ع []ذیرا 
۷۲۲۲ ع ظ 

یعنی , دو صنعذ ۳ و ۳ درنقطه دیگری مانند 13 نیز مشتر کند وخط ]۸ زیر»‌جموعة 
عردو صفحه ۳ و ۳۲ است؛ یعنی دو صفحه 10 و "ح در خط ۸3 مشتر کند. 

چون بر صفحه ۳ به تعداد بی‌شمار نقاط مانند ]۷[ می‌تسوان اختیار کرد با همین 
اسنتدلال ثابت می‌شود که دوصنحة 0 و "13 نتطه‌های مشترك بی‌شمار دارند. اما هر نقَطه دیگر 
مانند ۲ که بر دو صفحة ۳ و ۳ واقع باشد اچار بر خط ۸8 واقع است » زیرا اگر نقاط 
۸ ,) بر يك خط راست نباشند لزوماً باید قبول کنیم که بر سه نقطه غیر واقع بر يك خط 
راست دو صفحه متمایز ۳] و ۰ گذشته‌اند» و این ممکن نیست. پس نقاط مشترك دو صفحه 
تمام بر خط ۸1 واتعند. یی "1۲۱1 يك خحط راست است. 

دو صفحه متمایز را که در يك خط راست مشتر لك باشند دو صفحذ متقاطه وخط مز بور 


را فصل مشتر لد آن دو صفحه می گونیم. 


تمربن 

۱- دو صنعه ۳ و ۳ در نقطه ۸ مشتر کند؛ دددضع نسبی آنها بیعت کتنك , 

۷ دوصفع ۳ و ۳۱ و خط 8 مفروند, از رابطه‌های ۳ و "02۳ چه‌نتیجه‌ای 
می‌توان گرفت؟ وضه نسبی ۴ و "1 را در اين حالت بردسی کنید . 

۳ دو صفعه متمایز ۳ و "0 مفروشند» نقاط ۸۸ 13 بل) راچنان در نظر می گیریم که 
۳ ,9 ,۸ و "۳ 0 ,8 ,۵ است. وضم نقاط مزبور را تعیین کنید. 


(6-۳-۳) - وضع نصی د9 صفحه - دو صفحاً ۳ و ۳ را به عنوان مجموعة نقاط در نظر 
می گیریم ؛ وضع دو صفحه از سه حال خارج نیست : 
۱- دو صفحه متما یز ند ولی اشتراله آنها 
تهی یست . دداین صورت دوصفحه فقط در يك 
تعط راست مشتر کند که فصل‌مشتراه آن دو صفحه 
نامیده می‌شود. چنین‌صفحه‌ها یی را متفاطع گو یم؛ 
مانند صفحه‌های ۳ و ۳ در شکل (۸-۴) که 

در حط آ متقاطمند ؛ 


۳۲۱۳۳ < ۵ 


۶۳ 


۲- در شفحه بر هم منطبفند (شکل )٩-۴‏ : ۳۳۳۵-۰۳-۰۳ 
۲- اشتراله دو صفحه مجموعه‌ای تهی است مانند شکل (۱۰-۲) : - ۳۷ ۱] 0 
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سس ۱ 


شکل (۴ - ۱۰) 
آعر یف حت در صفحه مر ازی نامیده می‌شو نف هر گاه با قطه مشتر کی نداقنته پاشند با بر هم 
منطبق باشند (حالتهای ۲ و ۳). 
(۵-۴) - توازی خط و صفحه 


چنان که ذ کرشد» يك‌خطرا وقتی‌موازی صفحه‌می گوییم که بر آن صفحه واقع باشد یاآن که 
با صفحه نمّطه مشترلد نداشته باشد . 

در حالتی که خط با صنحه لفط پيك نفطه مشتر لد داشته بساشد گوییم خط و صنحعه 
یکدیگر را قطم کردهاند. ۱ 


شرط توازی خط و صفیحه 


(۱-۵-۴)- فضیه - هر خط که با یکی از خطهای‌صفحه‌ای موازی‌باشد باآن صفحه مو ازی‌است . 
یعنی اکر 4 مجدوعد نقاط يك خط و ۳ مجموع نقاظ يك صفحه باشد. 
۳ (4/۳ ر ۱ 4) 

برهسان - دو خط موازی 8 و 
صفحه‌ای چون "۲ مشخص می کنند. 
(چراا) ؛ شکل (۱۱-۳) ۰ اگر حط 3 
صفحٌ ۳ را در نفعله‌ای مانند ۷[ قعلم 
کند: 
4۳۰-۳ ,(۷)- ۱۳ )1] 

اما 
,۰ جح( ۱۳۰ ۳۲) ۱( ۳۰ ]۷ :۷۹) شکل (س(۱) 


۶۲ 


بتا ناب ۰ 
ب بر ان . 
۷ 0 جح(,۱ ]۷/0 جح( ۷0 , 4 ۷) 
و این مخالف فرص است ۰ پس ۵ 
اگر خط ‏ برصفحه] واقم باشد» در این صورت بنا بر تعریف» [) با صفحه مو ازی‌است 


و قضیه ثابت است. 


(۷-۵-۴) - صور تهای مختلف نمایش صفحه - از آنچه گذشت می‌توان نتیجه کرفت که: 

۱ ) هرسه‌نقطةٌ غیروافم بريك خط راست يك صفحه مشخص می‌کنند ء بنابراين هر صفحه 
را با سه نقعطه از آن که بريك خط راست واقم نباشند می‌توان نمایش داد . 

۲) اکر يك خط و نقطه‌ای خارج آن خط منروض باشند » سه نقطه غیرواقم بريك خط 
راست می‌نوان درنظر گرفت که دونقطة آنها برخط و نقط سوم همان نقطه‌ای باشد که خسارج 
خط فرض شده است , براین سه نقطه يك صفحه و فقط يك صفحه می‌گذرد . بنابراین 

هرصفحه را با يك خط آن ونقطه‌ای از آن‌که خارح خط باشد می‌توان نمایش داد, 

۳ ) هر گاه دوخط 8 و" موازی باشند؛ دريك‌صفحه واقعند پس يك صفحه دا مخص 
می‌کنند » بنابراین 

هرصنحه را با دوخط متواژی از آن می‌توان نمایش داد. 

۴) اگر دو حط 3 و "3 در 0 متفاطم باشند. نقطه () و دو نقطه دیگر یکی بر 3 ودیگری 
بر سه نقطه غیر واقم بر يك امتدادند که يك‌صفحه را مشخص می کنند. پس هرصفحه را با دو 
حط متقاطع از آن می‌توان نمایش داد. 


تمرین 
۱ - عبارتهای زیر را چنان کامل کنید که هريك گزاره‌ای درست باشد . 
- يك خط را موازی يك صفحه می کو نیم درصورتی که ..... 
-شرط لازم و کافی برای آن که خطی با عفحه‌ای موازی باشد آن است که ... 
۲ - بريك‌نقطة () واقع درخار ح‌يك صفحهُ 8 چنه خط موازی‌آن صفحه می گذرد؟ چرا ؟ 
۴ - بريك نقطة واقم درخارح يك غط 8 چند صنحه موازی آن خط می‌گذرد ؟ چرا ۲ 
۴ - دوخط متتافر 8 و ال مفروشند : صفحه‌ای مشخص کنيد که خط 8۱ را شامل باشد 
و با خط ‏ مواژی باشد . همچنین صفحه‌ای مشخص کنید که برخط 8 بگذرد و با خط "3 


بوازی باشد . 


۳ 


گزاده‌هایی در باره توازی خط و صفحه 


(۲-۵-۴)-قضیه - هر ۴اه‌خطی با صفحه‌ای موازی باشد ؛ هر صفحه که‌یر آن‌خطرگذرد و با صفحا 
مفروض موازی ناشد آن صفحه ر) در خطی قطع می کند که با خط مفر وض موازی است . 
یعنی اگر خط 8 با صفحة ۳ موازی باشد و صفحه"۳ برل بگذردهصفحه ۳ را در خط 
تطعکند, آنگاه | شکل (۱۲-۴). 
برهان - دو خط) 9 4 متنا فررنیستند زير اذريك 
صفحه و اقعند» پس‌باهم‌یامو اژیند ویامتقاطع :هر گاه 
موازی باشند قضیه ثابت است و ا گرمتقاطع باشتد 
تمه تقاطع آتها روی خط 4 ودرنتیجه دوی‌صفحه 
۳ قر ادمیکیرد یعنی خحط ) صفحة 1 د اقطم‌می کندو این 


حلای فرص است ؛ بس "4 ا| 01 . 


(۴6-۵-۴) -قضیه - اگکر خطی با صفحه‌ای موازی باشد» ضر خط که از يك نقطه صفحه ؛ موازی 
آن‌خظرسم شود » برآن صفحه قرار خواهد داشت . 

برهان س فرضص می کنيم خط [ با صفحه ۳ موازی و نقطه () در(] است. ا گر 4 درصفحه 
باشد ونقطه () نیز بر 3 قرار داشته باشد درآ نصورت خطی که از () موازی 8 رسم می‌شود بر 
3 منطبق است و درنتبجه در ۴ قرار دارد . پس فرض می کنیم () دوی 0 یست ولی خط [ در 
صفحه يا خار ح صفحه است . از نقطه () خحط ۷() را موازی 8 رسم می کتيم و صفحه‌ای که بر 
8 و( می گذرد ۳ می‌ناميم. اگر "۳ بر۳ منطبق شود (و این درصورتی‌است که ل در باشد) 
آنگاه خط /ز() هم در قرار می گیرد و قضیبه 
ثابت‌است.ا کر"( با متمایزباشد آنگاه فصل 
مشتراه ۳ و 1۲ خطی مانند >«( است که 
مو انی 4 می باشد (قضیه‌قبل) .اما اصل تو انی 
اقلیدس می گوید که از يك نقطه (0 واقم در 
صفحه "۳ تنها يك عط می تو ان در آن صفحه 


موازی 4 رسم کرد. پس «(0-- ۷( یعنی 


(۵-۵-۴ ) -قضیه - ]گر صفحه‌ای یکی ازدو خط موازی را قطع کند » دیگری را نیز قطع می‌کند . 


م2 


یعنی اگر 1 و " مجموعه‌های نقاط دوخط و 
] مجموعه تقاط يك حنحه باشد . 
۳ ۲ 0 چد (۳ ۸۲۷ 0,۵0 || 0) 
برهان - اگر خط ‏ سفحه <] را در نطه ۸ 
قطع کرده باشد» شکل (۱۴-۴) ب#سوجب قضية قبل: 
۳ج( ۳ (۲ ۳,۸۶0 ۱ ۱,0 8) 


و این‌مخالف فرص است ؛ یعنی می‌دانيم که حنین شکل (۴س۱۴) 
نبست. یی خحط "0 با صفحه (] موازی یست . 
نتیجه سس هر کاه حطی با صفحه‌ای مو ازی باشد؛ هر حط موازی با آن تحط نیز با آن صفحه 
موازی است . 
یی اکر 1 و مجمو عه‌های نتاه دهوخط و *] مجمو عه تقاط يك منیده باشد. ؛ 
۳ | 2ج( | 8 د ۴ ۱ 3) ۲ 
برهان - ار خط ۳ باصفحة 2[ نعطف مشتر لی 
ما نند () داشته باشد (شکل ۱۵-۴) بر صفحه منطبق 


است» پس ۳ || ال . اگر 8 با ۲ نقطه مشتر کی 
نداشته باشد؛ پدیهی است که ۳ | "0 . 


تمرین 

۱ - هريك از گزاره‌های زیر را چنان کامل کنید که يك گز ار درست باشد . 

هر خط که صفحه‌ای را قطم نکند با آن صفحه ..,. است. 

- اگر دوخط موازی باشند هر صفحه موازی با یکی از آنها با دیگری .... 

_ هردو خط متقاطم يك صفحه وفقط .... مشخص می کنند , 

دوخط متوازی زیرمجموعه‌هایی از مجموعه نقاط يك ...اند . 

هرخط ويك نقطه واقم درخارح آن .... صفحه مشخص می کنند . 

بر هر نمّطذ خار ج يك صفحه ... خط موازی آن صفحه می گذرد 4ج 

۲ صفحة (] و خط (] و نقطه () واقم درخادح آن خط م‌روضند ۰ خطی مشخص کنید 
ثه از نقطهُ () بگذرد وخط (] را قطم کند و با صفحذ ۴ موازی باشد . 

۴ دو خط و ۱ و نقطة 0 مفروضند » خطی مشخص کنید که از نقطه 0 بگذرد و با 
دوخط مزبور متتاطع باشد . 


۳۷ 


(۶-۵-۴) - قضیه - دو خطر است مو ازی با خعط سوم»خوو موازی بکد دگر ند . 
یعتی اگر 8 و 3۳ و ۳ سه خط راست باشند , 
۲۳| 3 ج-(1۳ | 4 , ۱4 8) 
برهان - اگر سه خط 4 و "0 و ۳ در يك صفحه باشند حخم محقق است (چرا؟). 
بنابر اين فقط حالتی را درنظر می گیریم که سه خط مفروض در يك صفحه نب‌اشند ر حالت 
فضایی قضیه ) , دراین حالت‌برای اثبات 
قضیه گویيم : اولا دو خط 4۳ و 0۳ 
نمی‌تو انند متقاطم‌باشند» شکل(۴-ع۱) ۰ 
زیرا در آن صورت از نقطه تقاطم آنها 
دوخط متمایز موازی 4 رسم‌شده است , 0 
و این مخالف اعبل اقلیدس است . پس: 
۵ -- ۱ ]4 
تانا دو عظ ۱۲ 8۳ مار تشتتند: 
زیرا اگر این‌دوخط متنا فر باشند» صفحهٌ ۳ که برحط "0 و نفطهٌ دلخواه ]۷ روی" می گذرد خحط0 
را تنها در نقطهٌ]۷[ قطع خواهد کرد؛ وچون خط 8 صفحهة ۳ را در نقطه]۷] قطم می کنده خحط 3 که 
موازی 8 است نیز صفحة ۴ را قطم می کند, و اگر خط 4 صفحذ ۲ را قطع کند » خط 8 
هم که موازی # است صفحه ‏ را قطع می‌کند وحال‌آن‌که ۳ )"0 و "1 نمی‌تواند باصفحهُ 


۳ متتاطم تاد . ی ۳۲ 0 متنافر نیستند , بنا بر این دوخط ۱ و ۳ که متقاطع نبو ده و 


شکل (۱۶-۴) 


منافرهم نیستند ؛ متوازیند , 


(۷-۵-۴)س قضیه - | آر خطی دا دو صفحه معةاطع موازی باشد » با فصل مشتر لذآن دو صفحه 
موازی است . 
یعنی اگر ۳ و "۳ دوصفحه و ل يك خط راست باشد . 


بر ان س بر نقطه دلخو اه۷ روی 6 يك خط و فقط 
يك خحط موازی 1 مانند 12 می گذرد شکل (۰)۱۷-۷ 
عط و]۷[ برصفحه ۲ و همچنین برصفحةه ۳۳ واقع است 
(قضیه ۴-۵-۴) .و دد این صودت خو اهیم داشت : 


شکل ۴ س ۱۷). 


۶۸ 


ب(۳ ۳۷6 1۷:6 ) 
1۷*0 ج- »2-1۷ ۳۲۱۳۰ 
ینابر این 8 | 4 


(۶-۴) - توازی دوصفحه 

می‌دانید که دوصفحهة متمایز وقتی موازی ه‌تند که هیچ نقطه مشترلك نداشته باشند . 

اگر دوصفحه موازی باشند ! هر خط واقم بریکی با صفحه دیگر موازی است . یعنی اگر 
۳ و ۳ دوصفحه باشند وخط 0 درصفحة ۳ باشن . 

۳ || 4 جح (۳ )4 و ۳۲ || ۳۴) 

زیر ۱ اگر حط ل صفحه "۳ را در نقطه‌ای مانند 7 قطم کند , لزوما باید نقطهُ ]۷ بر صفح ۲ 
واقم باشد ( چرا؟ ) ؛ یعتی دوصفحه ۳ و ۳۰ نةطهٌ مشترلك داشته باشند و این مخالف فرض 
است » پی. 0/۳ : 

به همین دلیل هرخط واقم برصفحه ۳۳ با صفحه ۳ موازی است . 


شرط توازی دوصفحه 


(۱-۶-۴) -قضیه - هر تاه دو خط غبر موازی از صفحه‌ای با دو خط از صفحهد یگر مو ازی باشند 
آن ده صفحه متو از ند . 

یعنی اگر دو خط ناموازی ,1 و .4 از صفعة د1 
په ترتیب با دوخط , 8 و ,۳ از صفحه ۳۰ موازی 
باشند , دوحِفحه ۳ و "۳ متوازیند» شکل (۱۸-۴). 

برهان - اگر دوصفحة ۳ و "۳ متوازی ناشند 
پس فصل مثشتر کی سانند 6 دارند. ( ۵ در شکل 
مشخص نمی‌شود .) حط 6 که در صفحه ۳۴ واقع 
است دست کم یکی از دو حط 4 و ,8 ۰ لا ,0 شال (۴س۱۸) 
رادر نقطه ای‌چون]۷[قطم می کند»(چر ا؟). این نقطه برصنحه"۳ واقع است» یعتی دراین صورت‌بایه 
خط ,ل با صفحه "3 متقاطم باشد و این مخالف فرض است؛ دیرا 0,۱۳ است(قضیه ۱-۵-۲۴). 
بنابراين خط 6 نمی‌تواند وجود داشته باشد . یعنی ۵ -- "۳۳ و به بیان دیگر : 

۳ | ظ 


۶۹ 


(۴-/۳-۶ ) -قضیه بر هر نقطاو آقع د رخار ج‌صفحه‌ای يك صفحهو فقط يك صفحه مو از یآ ن صفحه میگذر د. 

برهان - صفنحة ‏ و نقطة ) در 
خارج آن مفروفند » شکل (۴ - .)۱٩‏ 
بر نقطه دلخر اه ۳ع,() دوخط متقاطم 
۱ و 4 را در صفحه ۳ مرور می‌دهيم 
و از نقَطهُ () دوخط 0 و ,"0 را به 
در فیب موازی‌آنها رسم می کنیم . دو خط 
اخیر صفحه‌ای مانند "۳ مشخص می کنند 
که برنقطهُ 0 می‌گذرد و با صفحذ ۲ 


شکل (۱۹-۴) 


موازی است (ققیه فیل). 
حال ثابت می‌کنيم که اين صفحه منحصربه یکی است . زیرا اگر صفحه دیکر ۱ برنقطهة 
۵ بگذرد و با صفحه ۳ موازی باشد با هريك ازدوخط ,1 و ,4 موازی است و بنابراین خطی 
راکه از نقطه ) واقم بر آن » موازی ,8 یا ,0 رسم شود شامل خو اهد بو د (قضیه ۵-۴ -۷] . 
بنایراین: ۳۳ 0 و۳۳ ۱,6 »امابردوخط ۱ و "8 تنهايك صفحه می گذرد؛ 
از اين روی لزوما باید "۳ حت "۳ باشد » یعنی ,"۳ نیز همان صنح "۳ است . 


تمرین 

۱ - صفحة ۳۳ با دوخط متتاطع ع() و و) از يك صفحه ۳ مواژی است ؛ ثابت کنید 
۱ظ . 

۲ - دوخط 8 و با خط ۵ ازيك صفح ۳ موازیند » ثاپت کنید بردوخط مزبوريك‌صفحه 
مرور می کند . دروضعی که این صفحه نست به صفحة ۳ می‌تواند داشته باشد» بحث کنید , 

۳ - برخط 4 واقم درخارح صفح ۳ صفحه‌ای مرور دهید که با صفحة ۳ موازی باشد. 
شرط امکان مسئله چیست ؟ 

۴ - ابت‌کنید اگردوصفحه موازی باشند » هرخط که یکی از آنها را قطم کند دیگری را 
نیز قطع می کند . 

۵ - ابت کنید اگر دوصفحه متوازی باشند هرخط موازی با یکی از آنها با دیگری نیز 
موازی است . 


و ثابت کنید اکردوخطمتو ازی باشند هرصنحه‌موازی یکی با دیگری نیز موازی است. 


۷ 


( ۳-۶-۷۴ ) -قضیه - )گر دف صفحه باصقفحلا سومی موازی باشند» خود موازی یکد یگر ند . 
یعنی اگر ۳ و "۳ و ۳] سه صفحه باشند ۰ 
۳ ح (۳۳ ۳۱ و ۳۴| ۳۳) 
برهان - اگر دوصنح 00 و "۳ متقاطم باشند » لزوماً از هرنقطهُ واقم برفصل مشترله 
آنها دوصفحه موازی ۲ رسم شده است » ومی‌دانيم که اين ممکن نیست . بنابراین صفحه‌های 
"۳ و ۳۳ موازیند . 


( ۴-۶-۴ ) -قضیاه - | گر دف صفحه‌متما بز متو ازی باشند»هر صفحه که یکی از آ نهار اقطع کند» دیگر یر ا 
نیز قطع می کند وفصل مشترکهای آن با دوصفحا مز بور دوخط معو از بند. 
یعنی ا گر ۳ و "۳ و () سه صفحه متمایز باشند (شکل ۲۰-۴) ۰ 
ج- (0--۱ ]ظ و ۲ ۳۱۱۳) 
(۵ | ۵ و ۱۵-۵ ]۳) 


بررهان_صفحات ۲ و نمی تو انندمتو اژی‌باشند؛ , 
ذیراتوازی آنها به این معنی است که برهر نقطه از 
حط [ دوصفحه موازی با صفحهٌ "۳ گذشته است . 
(صفحه های ۳و0 ) و این‌ممکن نیست . 

دوخط 0 و و متنا فرنیستند (چرا؟) پس با هم 
بامو از یندویا متفاطع 4 درصودت موادی بو دن‌حکم 
ابت است و اگرمتفاطم باشند فصل مشترل آنها 
دوی دو صفحه ۲ و ۲ هم قر ازمیگیرد ددنثیجه این 
دو صفحه‌متةا طم میشو ند و این‌ممکن تیست پس 8 (| 9. 


(۴--۵) -قضیه هم خطهای همرسی که با يك صفحه موازی هستند بر صفحه‌ای موازی با 
آن صفحه قر ار دار ند , 

برهان - صنحد ۳ و نقطة 0 را در خارج آن فرض می‌کنيم ء اگر ازنقطة () دونیم 
خط >() وو() را موانی دوخط ناموازی ,8 و ,4 ازمفحه ۳ درنظربگيريم» شکل(۲۱-۴)؛ 
آن دوئیم خط صفحه‌ای‌مانند "0 مشخص می‌کنند که برنقط (0 می گذرد وبا صفحة ظ موازی 
است (قضيهة ۷ تب ۶ -۰)۱ 


۷۱ 


شکل (۴--۲۱) 


حال ملاحظه می‌کنيم که هر حط که از نقطاٌ () موازی صفحة ۳ رسم شود بایکی از 
خطهای منحد ۳ موازی است و بنابراین برصفح "۳ منطبق خواهد بود (فضيهةٌ ۴-۵-۴) ۰ 


تمرین 

و - هريك از عبارات زیر دا چنان کامل کنید که يك گزار درست حاصل شود . 

_ اکر دوصفحه موازی باشند هرخط واقع بریکی با دیگری .... 

اگر دوصفحه موازی باشند فصل مشتر کهای آنها با هرفح دلخواه دوخط ,... 

_ مجموعهُ خطهایی که از يك نقطهٌ خارح صنحه‌ای موازی آن صفحه رسم می‌شوند,... 
پدید می‌آورد کد ۰۰ 

ار خطی با صفحه‌ایسو ازی باشد» همه خحطهایی که آن شا را فطع می کنندو باصفحة 
مفروض مو ازی هستند برصفحه‌ای مو ازی صفحهٌ مفروض قراد دارند . 

۳ - چهارنتطةُ ر و 9 و ز) و (] بريك صفحه واقم نیستند » اولا چند صفحه می‌توان 
در نظر گرفت به صورتی که عرصفحه شامل سه نقطه از نقطه‌های مفروض باشد. ثانیاً چند جفت 
صفحه‌های مواژی می‌توان درنظر گرفت چنان که از هرجفت صفحه‌های موازی يك صفحه برسه 
نقطه از نقطه‌های مزبور و دیگری برنقطه چهارم مرور کند . 


(۷-۳) - صورت فضایی قضيه تالس 


(۱-۷-۴)- قضیه - پاره خطهای متوازی محصور بین د9صفحد متوازی ؛ متساویند . 
یعنی اک ۳ و "۳ دوصفحه باشند », شکل (۲۲-۴): 
۸۸۰-۴ جت (۳۱ || ۳ و ۱8 ۸۸۵۲ و ۸۱,۵۳ و ۸,۳2۲) 


رش 


برهان - دوخطموازی "۸ ۸ و ([(] صفحه‌ای 
مشحص می ثنندکه پا صفحه ۳[ درخط ۸13 وبا صفحه 
۳ در خط ]۸۱ مشترلد است و ۸۲۲ || ۸13 
(چرا ؟) ؛ بتابراین چهارضلعی ۸۸۱8 متوازی- 
الاخلاح است و ( > ۸۸۵ . 


تا 


(۲۷-۷-۴) - قصیه - پاره خطهای متوازی که بين يك صفحه و#يكث خط موازی با آن محصور 


برهان - اگر صفحه ۳ وخط ‏ موازی باشند» 
شکل (ع۲۳-۴)؛ و دوپاره خط ۸۸۸۲ و ۳۳ راکه 
دوسرهريك از آنها به ترئیب یکی برخط ‏ و دیگری 
برصفحه ۲ واقم است و با یک‌دیگر مواژیند در نظر 
بگیریم» این دوخط مواژی: عفخه‌ای مشخض می ند 
که باصفحه «1 درخط ]۸۳ مشترلداست. خط ۲13 
با خط 0 موازی است (چر۱؟) » بنابراین چهارضلعی 


)۳۳--۴۱ متوازی‌الاضلاع است ۳ 1۳۳ <- از هر ۱ شکل‎ ۸ ۸۷ ۲٩ 


(۳-۷-۴) - قضية تالس - صفحه‌های متوازی برخطهایی که آنهار | قطع م ی کنند پاره خطهایی 
بد ید مي آور ند که نظیر به نظیر متذاسبند . 
یعتی اگر سه صفحهة متوازی ۳ و "۳ و "۳ » شکل. (۲۳-۴): خط 8 را درنقادٌ ۸ و 
و ) و خط ۵ را در نقاط هر و ۲٩۳‏ و 6 قطم کر ده باشند داریم: ار 
پرهان - ۱ گرنقطهٌ ۸ روی ۳ را به‌نقطةٌ ز) روی ""]وصل کنيم؛ پاره‌عط حاصل صفحة "۳ 
را درنقطه‌ای مانند ]۷ قطم می کند (چرا ؟). 
صفحه مثلث "۸0۸ با صفحةً ۲۲ درخط ]19۷ مشترلداستو ۱۸۸۸ 9 (قضية ۴-۶-۴) 
بنایر این : 
۲ ۸ ۱ 
6 ۰ 86 .۰ ۱۱ 
به همین دلیل )) || 1۷ و نر نتیجه : 


۳۳ 


۱ 1۳ ۱ 
۱ ۱ "1 ِ 
(90 ٩۷۱۶۱۱ 


شعل (۴ - ۲۴) 


۱- صفحهً ‏ و نقطهٌ () خار ج صفحه مفروضند. نقطه‌ای مانند ]1 برصفحه 10 در نظر گرفته 
و وسط پاره خط 00۷۲ را آ می‌ناميم » مکان هندسی نقَطه ۳ را وقتی نقطهُ ۷۲ برصفحة ۲ 
جا به جا می‌شود تعیین کنید . 

۲۷ - سه صفحه بردو خط که آنهارا قطم کرده‌اند پاره خطهای متناسب پدید آورده‌انده آیا 
صفحه‌ها لزوماً موانی‌یکدیگر ند ؟ (نتیجه میشود که عکس فضیه تالس در فضا ددست نیست) ۰ 

مب - دوصفقحه ۳ و "۳ متوازیند . مکان هندسی وسطهای پاره خطهایی راکه دوسرآنها 
براين دوصفحه واتعند تعیین کنید , 


(۸-۳)- زاویة دوخط 


(۱-۸-۳) - نیم خطهای موازی 9 هم‌جهت - دونيم خط موازی >د() و "5" را در صورتی 
عم حت می گوییم که در صفة آنها هردو نقطة ‏ و اعد دريك طرف خط "(6() واقم باشند ؛ 
شکل (۰)۲۵-۴ 

اگ دو نیم خط ۲() و ؟() که موازی یکدیگر ند چنان رسم شده باشند که نقاط 5 و۷ 
درطرفین خط (() باشند : آن گاه نیم خطهای مرسوم وا غیرهم‌جهت می گوییم . 


۲ / 
(۲-۸-۴) -, قضیه - هر گاه اضلاع دو زاویه نطیر به ‏ ۶ رل 
نظیر موازی ٩هم‌حهت‏ (با غیرهم‌جهت) باشند . آن 7 ۱ 
دو ز اویه مساوی بگدیگر ند . ی سس 


برهان - بردوضئم مسوازی وه غم‌حهت #() و شکل (۴ - ۲۵) 
"»() ازده زاویه باره خطهای داخو اه ومناوی 00۵۸ و 0"۸)را حدا می کنیم؛ شکل( ۶-۴ ۲)» 


۷۴ 


ار دونقطهة 0 و "(0,همچنین نقاط ۸ و 
را به هم وصل کنیم ؛ چون »دل) و 
۷۲) هم جهت هستند نفاط ۸ و "3 
دريك طرف "(6() واقم می‌شوند وچهار- 
ضلعی "(0" ٩4‏ ۸() پدید می‌آید که‌دوضلع 
4 و ۸۲( آن متوازی ومتساویند؛ 
پس چهارضلمی متوازی‌الاضلاع است د 
بنا بر این‌پاره‌خط "06 با "پاره خط ار 
متوازی ومتساوی است . ۱ 

اگر پاره خطهای 0 و "08 خن رن - جم) 
را به ترتیب بر نیم خطهای 00۲ و "() مساوی یکدیگر جداکنيم » به همین دلیل پاره خط 
۲ با پاره خط 000 متوازی ومتساوی است؛ از اینجا نتیجه می‌شود که پاره خطهای ۸۵۸ 
و 8 متوازی و متساویند و بنابراین چهارضلعی "۸۵ "۸8 متوازی‌الاغلاع است و 
۲ ۸ ج> ۸1 . 

از تساوی این دوپاره خط می‌توان نتیجه گرفت : 

۲۰ - ۸0(۳ ۸ و بنابراین 202۹ )55 


ا گر اضلاع دوز اویه نظیر به نظیرموازی وغیرهم‌جهت باشند, قضیه را چگونه‌ابت‌می کنید؟ 


(۳-ب۸ -۳) - فضیه - هر گاه اضلاع ده زاویه نظیر به نظیر موازی و یکی از آنها هم‌جهت و 
دوضلم دیکر غیرهم‌حهت باشند ۰ دو زاوبه مکمل بکدیگرند . 
اثبات به عهده دانش‌آموزان است . 


(۳۴.۸۴) - زاو ی" دوخط متنافر -- زاوية دو اس ترس سرت سر وت اه 
ول فد فرء‌معمو لاز او یه حا ده یاقا تمهبین دوحط است 
باشند. 
باشند» زاویبین دو خطموازی صفر است دگویيم 
دور ۱۳ عز بو در همر استا شتسه , 

|گر زاویة بین دوخط متنافر قائمه باشد, شکل (۴ - ۳۷) 


۲۵ 


س لق فیم دوخط مز بور متنافر | بر یکدیگر عمودند یا باهم زاویذ تانمه تشکیل می‌دهند یا زاستا 
های عمود بر هم دار نل, 


تمرین 


۱ - اگر دوزاویة حاده متساوی‌باشند ويك ضلم از یکی موازی يك ضلع از دیگری باشد: 
آیا اضلاع دیگرشان لزوما موازیند ؟ چرا؟ 

۲ - ابت کنید اگر اضلاع دو زاویه نظیر به نظیر موازی باشند» نیمسازهای آنها با 
یکدیگر موازی یا برهم عمودند , 


)٩-۳(‏ - خط ٩‏ صفحدة عمود بر هم 


)۱-٩-۴(‏ - تعرفی - خط 3 را درصورتی برصفح ۳ عمود می گوييم که باهر خط از آن صفحه 
زاویة قائمه ساخته باشد» به بیان دیگر برهر خط دلخواه 
از آن صفحه مود باشد , 

از امتداد آزاد يك شاغول نسبت به صفحه افقی 
می‌توان تصوريك خط عمود برصفحه را در ذهن ایجاد 
کرد. چنان که اگرشاغول‌وا دربالای سطحآرام وساکن 
آب استخر به حال تعادل نگاه داریم » امتداد ریسمان 
آن برسطح آب عمود است شکل (۲۸-۴). 

امتداد شاغولی را درهرمحل امتداد قالم محل 
وصفحه عمود برآن امتداد را سطح تراز یا افقی‌محل بح 
می‌گویيم ۱ شکل (۴ - ۲۸) 


۳ 
0 " 


0 3 5 
اقا 7 ۴ ۵۲ ۰ ۲ ۱2 
1 ‌- ۳ 


شرط آن که خطی برصفححه‌ای عمود باشد 


(۲-۹-۴) -قضیه - | آر خطی برد خط نام و ازی‌از صفحه‌ای عمود باشد » برهر خط دیگر آن‌صفحه , 
ودر نتیجه ؛ بنا بر تعر بف»بر آن صفحه عمود است . 

در شکل (۷۹-۴) فرض می‌کنيم خط 8 بر دوخط ناموازی ,4 و 4 از عفحه ۳۲ 
عمود باشد» ‏ خط دلخواهی مانند : از متاخ نار کسیر اوابت می کنیم خط 8 برآن 


۷۴ 


خط نیزعمود است » پس برهمة خطهای 
صفحه *] عمود رست و بنابراین برصفحه 
عمود است , 

برهان س خط ۵ صفحه ۳ را دز 
نقطه ای‌ما نند (0 قطع می کند» ازاين ننطه 
نیم خطهای ۷() وو() ورول) را به‌ترتیب 
با ,8 و ,4 و .4 موازی‌رسم می‌کنیم . 


8 جس 1 8 و ۵4 ج ,6۵۱ 


شعکل (--۲۹) 


حال‌خط دلخو اهی ازصفحهٌ ۲ در ظلرمی گیریم که عد() را در يك قطه ۸۵ وب را در قطه 13 وول 
را درنقطةٌ ر) قطع کرده باشلولی بر() نگذرد. بر حعط 6 در دوطرف لقطهٌ ()درشطله ]۷[ و 16 را 
چنان اختیارمی کنيم که ]۷[ "]1۷() باشد» دراین صورت نیم خطهای >د() و ۲() هريك در 
صفحه‌ای معین » عمود منصف "1۷][۷۲ است» بنابراین ۸۷ -- ۸۷۲ و ۲۷۲۳ 1۷ و از 
این رابطه‌ها می‌توان نتیجه گرفت : 

ب (( ۸۱1۷۲۱۸ - ۸۷۲۸ ) چس- (3] هر ۸ ۰ "۷۲ ]۳۷ ۰ ۷۲۲ ۸ - ]۷ ) 
(۸7 ۸7-11 11) 

در تتینجه ۷۱ << ۸ ۸۱۷۲ (ض ز ض) 

و از آنجا 6/۷۲۲--]۷) و چون نقطه (0 وسط ]۷ است؛ ناچار نیم خط :6()يك عمود- 
منصف از پاره خط 1۷][۷۲۲ است و با ملاحظه آن‌که ,8 ||:06 است ؛ +4 1 ]۷ » یعنی 
خط 8 برهرخط مانند ,3 از صفحٌ ۳ عمود است » بنابراین 1 8. 


تمرین 
۱- عباد تهای زير را چنان کامل کنید که هر يك از احکام درست باشد . 
- دوخط متنافر را وقتی بریکدیگر عمود می گوییم که .... 
امتداد قانم هر محل بر .... آن محل عمود است , 
ب شاغولی که به صورت آو یخته و آز اددرحال‌تعادل باشد ؛ امتداد ,... محل را ءشخص‌می کند, 
۷ - درهر نقطه از يك خط چند عمود برآن خط می‌توان درنظر گرفت؟ چرا؟ 
۳ از هر نقطه واقم درخارج‌يك خط » چجند خط مرور می‌ کند که با آن خط زاویه قانمه 


۷۳۷ 


_ کدام‌يك از گزاره‌های زیر درست و کدام‌يك ناددست است؟ چرا؟ 
41۳-۱ و 1۳ زر 06۳ (۱ 
۳ ۱00۱ 8 و 4۸۳4 رد 06۳ و 6۳ (۲ 
و - ثابت کنید اگر یکی از دوخط متوازی برصفحه‌ای عمود باشد » دیگری نیز بر آن 


صفحه عمود است , 
کراره‌هایی در بارها خط عمود بر صفحه 


۳-۹-۴۱ ) - قت مه بر هر نقطا داقع بر بات خط راست بادرخارجان»؛ (ات صفحا و فقط راك ص فجه عموی 
بر آن خط مرور می کند , 


0 


والم است . 

دز این حنالت براقی ائات. قضیه 
دوصفحه متمایز ۳ و ۵ درنظرمی گیریم 
کهعردوتای آنها خط 1 را شامل باشندء 
شکل (۳۰-۴)؛ درعريك از این دوصنحه 
نیم خطی درنظر می گیریم که در نقطة 0 
برعط) عمودباشند (مانندیرل) وبول). این 
دو نیم خط صفحه‌ای مانتد ٩‏ مشخص 
می‌کنند. که در نقَطه () برخط 4 عمود 


شکل (۳۵-۴) 


است (قضیه ۲۷۲-۹-۴) . 
حال ثاپث می کنیم که صنحه گذرنده از نقطهُ () وعمود برخط ‏ متحصر به همان منحهٌ 
8 است. برای اثبات این مطلب گویيم هر صفحه دیگرمانند ۱ که در نتطه (0 برخط ‏ عمود 
باشد » صنحه‌های ۳ و مه را به ترتیب در دوخط مانند 0۱ و ۷ قطم می کند وخط 4 
بر هر دوحط اخیر عمود است (چرا؟]؛ اما 
ع ((۳ع6 ۲( و 06۳ و 10 0۳ و ۲00*10 
رت ۲ د 0۷20۵ و 6 0 و 10 0۷] 
یعنی صفحة "18 دو نیم‌خط () و و( را شامل است وچون دو نیم‌خط متقاطم فقطيك 
صفحه‌مشخص می کنند» صفحه "1 برصفحه 14 منطبق است . یعنی "13 همان 32 است وبنابر این 
پر نمطه () نتط يك صفحه عمود برخط 4 مروز می کند . 


۷۸ 


. نقَط () خارح خط 0 است‎ - ٩۲ 

در این حالت برای اثبات قضیه از نطة () خط 
را موازی خط 8 رسم می‌کنيم » شکل (۴۱-۴)؛ 
هه که در تفطه: (6 بر خط .مود است برموای 
آن نیز عمود می‌باشد ؛ زبراکه : 

8 هد (۳ 6 ۰86 1۳ 0) شکل(۴ - ۳۱ 
98 ج- ( ۱18۰۱۱ 4) 

بعنی خط 8 برهرخط دلخواه 8 از سفحة ۳ عمود است : بثابر این 01. 

می‌توان ملاحطهک دکه ا رصنع دیگری شامل نقطهُ 0 و عمود برخط [ باشد: ناچار 
برخط "[ نیز عمود است (حرا ؟).و چون برنقطه () فقط يك صفحه عمو د برخط 4 مرور 


می‌کند : صفح اخیر نیز باید برصفحة ۴ منطبق باشد . یعنی صفحه شامل نقطة () و عمود 
برخط [ فقط بکی است , 


٩‏ - خط ‏ بر صفحه ۳ عمود است ؛ از ننطة و4 واقم بر صفحه ۳ خط "4 را چنان‌مرور 
می‌دهيم که با خط [ زاوية قائمه تشکیل دهد . ثابت‌کنید ۳ -) 0 . 

۲- ثابت کنبد همه خحطهابی که از يك نقطهٌ () می گذر ند و با حط مفروض 4 زاوية قائمه 
تشکیل می‌دهند درصفحه‌ای هستند که بر حط 0 عمود است: 

۳ - برنقط مفروض خطی مروردهید که‌با دوخط متتافر 4 و 8۱ زاویه‌های قائمه بسازد. 

۴ ثابت کنید دو صفحه متمایز عمود بر يك خحط راست موازی یکدیگر ند . 


( 6-۵-۴ ) - قضیه - برهر نقطه باك‌خط و فقط بك‌خط عمود برصفح؟ مفردض مرور می‌کند. 


برهان -۱ - نقطهُ () بر صنحة ۲ واقم است. 

نیم نعط ۶( :(0)) وصفحه لا را که در 
له () بر این نیم خبط عمرد است دد نظر می گیر یم؛ 
شکل (۳۲-۴). 

ازنتطة 0 درستحة (0 نیم خط و0 را برخط 
[ فصل مشتر لك دوصنحة ۳ و 4 عمود می کنیم» خط 
0 بر صفحه ۳ عمود است ؛ زیرا ۲ ۱ () _ 0 
و 13 ۰0۷ پس ۲ 1 ,0 نی براقطه () نعلی شکل (۴ م ۳۳) 


۷۹ 


می گذرد که برصفحه ۳ عمود است. 
حال ثابت می کنیم که خط عمود فقط یکی است » زیرا فر ۰ دیگر 2( در نقطه (0) 
بر صفحه ۳[ عمود باشد» صفحه ۲)(2 صفحة ۳ را در خطی مانند 8 قطم می کند (چرا؟). و 


8 8 مج(8 رد 0218و زر ب0) 


یعنی در این صورت لازم می‌آید که در صفحه ۷02 درنقطة (6 دو خط متمایز عمود برخط 8 
وحود داشته باشند و این نشدنی اسنته. پس 62-0۷ » یی خطی که در نمطه () بر یه ۳ 
عموداست فقط یکی وهمان بو() است. 
۲- نفقطه 0 خارح صنحاً ۳ است. 
بر نقطهُ () صفحهُ ۳ راموازی ۳ 
مروزمی‌دهيم شکل (۳۳-۴): | ترنیم خط 
۶ برصفحه "۳ عمودباشد : 
۵۳ (0۵۶1۳ , ۳ ۱ ۳۰) 


اسنت» زیر ا ا کر خطدیگری مانند 07 بر شکل ( ۴س۳۳) 


صفحه 1 عمود باشد» برموازی آن؛ یعنی بر صفحه ۳ نیز عمود است ودر این صورت لازم‌می آید که 
ازنقطة () دوخط بر صفحذ"۳ عمود شده باشد واین‌ممکن نیست. پس >( <-۲() ؛ یعتی‌عمودی 
که از نقطه () بر صفحهُ ۳ رسم می‌شود فقط یکی است. 

نتیجه_ دوخط عمود پريك صفحه موازی یکدیگر ند . 

برهان - اکر دو خط 8 و4 بر 
صفحه ] عمودباشند» شکل(۴-(۳) واز 
نقطذ 0 ؛ محل‌تلاقی‌خط [ باصفعه۳ ؛ 
خط "۳ راموازی"8 رسم کنيم؛ 

"0-<2جب (1۳ 0,0 0 8۲0(0۲) 

یعتی خطی که از نقطه () موازی "8 رسم 


می‌شود همان خط 0 است» به‌بیان دیگر 
3۱3 شکل (۳۴-۴) 


تمرین 
۱- هريك ازعبارتهای زیرراچنان کامل کنیدکه يك کزارژ درست حاصل شود. 


۸ 


خطی که بر يك صفحه عمء دباشدآن صفحهرا دريك نقطه .... 

- خطی که بريك صفحه عمودباشد باعر خط و اقم بر آن‌صنحه ژاویه .... 

خطی که بريك صنحه عمودباشد باهرخط موازی‌آن صفحه زاویة ..., 

- ازهر نمَطه منروض فقط يك خط عمودبريك .... 

۲ - ثابت کنید هر خط که بر یکی از دو صفحة موازی عمود باشد,بردیگری نیزعمود است. 

۳- صنحةٌ ‏ ونتطةُ ( واقع بر آن منروضند. خعی از صفحة ۳ مشخص کنید که از نقطه 
() بگذرد وبر خط مفروص 6 عمود باشد. 

۲- برئقطهُ مفروض () واقع درخارج خط 8 خطی مرور دهید که با مبفحة مفروض ۴ 
موازی باشد و با خط 8 ذاویة قائمه تشکیل دهد . 1 
۰-۳۱ ۱) - فاصله نقطه از صفحه 

صفحة ۳ ونقطة () واقم ددخارح 
آن‌رادرنظرمی گیریم» شکل (۳۵-۴)» از 


شکل (#س۳۵) 
نمقظطه (4 عمودی دب صنحه <] فر ود می آوریم و فرض می تنیم صفحه را در تقطه‌ای مانند 
۸ فص ثرده‌است. می‌دانید که این‌غمود منحصر به‌یکی است وعر خط دیگر که بر نتطه () بکدرد 
وصفحة 0[ را قطع کند بر آن صفحه عمود نیست. 

هرخط که صفحه‌ای را قطم کند وبر آن عمود نباشد» نسبت به آن صفحه يك خط مایل 
نامیده می‌شود؛ مانند مایل ]() در شکل (۳۵-۴) . 

اگر نقطه‌های ۸ و ]۷ رابا خط راستی به عم وصل کنسیم» در مغلث 0۸۷۲ زاویه ۸ 
قائمه است (چرا؟)؛ و بنابراین ]0۷ > ۸ر(0)» یعنی: 

اندازة پاره‌خطی که از هر نقط 0 بر صنعهٌ ۳ عمود شودء از اندازه هر پاره‌خط 
دیگری که از نقطه (0 بگذرد و از سر دیگرش یه منحه 0 محدود باشد» کوتاهتر است. 

به بیان دیگر ؛ 

پاره حطی که ازيك نقطه حارج صفحه‌ای بر آن صفحه عمود دسم می‌شود کو تاهترین پاره 
عطی است که ین آن نقطه وصفحهٌ مفردض محصور باشد» این کو تاهترین پاره خط محدود به‌نقطة 
0 و صفحاٌ ۳ را فاصلهٌ آن نقطه از صفحه می گوییم. اگر نقطه روی صفحه باشد فاصلهٌ نقطه‌از 


صفحه دا صفرمی گیریم. 


(۴سه ۱-۱) سب عمون و مایل نسبت به صفحه -- هر گاه باه عط 0۸ شکل (۳۵-۴) عمودی 
باشد که از نطهٌ () سبت به صفحهً ۳ رسم می‌شود و پاره حط ]۷[() مایل دلخواهی گذر نده از 


۸۱ 


همان نقطه () باشد» معمولا نقاط هر و ]۷[ را به‌ترتیب پای عمود و پای مایل می‌نامیم. 
اندازه‌های دو پاره‌خط 0۸ و ۷() نیز به ترتیب اندازهٌ عمود و اندازه مایل نامیده 
می‌شوند وچنان که ذکر شدء به ویژه اندازءٌ عمود راء که منحصر به یکی است» فاصله نقَطذُ0 
از صفحه ۳ می گوییم. 
دربار عمود و مایلهایی که از يك ئقطه نسبت به يك صفحه رسم می‌شوند ؛گزاره‌هایی 
نظیر آ نچه‌در بارءعمود ومایل نسبت‌به يك خط در صفحه‌دیده‌اید» می‌تو ان‌داشتکهعبارنند از. 


(۲-۱۰-۴)-قضیه ‏ ازه‌خط عمودی کهاز يك نقطة نسبت به صفحه‌ای رسم میشودازهر باره‌خط 
مایلی که از همان نقطه میگذدد کوچکتر است. 

اثبات این قضیه در بالا گفته شده است. (درشکل ۳۵-۴ در مثاث قائم الزاویة 00۸۷۲ 
وتر [۷() از اضلاع دیگر بیشتر می‌باشد,) 


(۳-۱۰-۴)- قضیه - هر اهاز رك نقطه خارج صفحه بك‌عمودوچندمایل 0 


نسبت به آ ن صفحهرسیم شده باشند : 
- مایلهای ی که بای آ نها از بای‌عمود به يك فاصله باشند متساو بند. 
- از د9 مایل که پای آنها از پای عمود به‌يك فاصله 
نیست. آ ن که بایش به بای عمودنزدیکتر است کوچکتر 
یت شکل (۴ - ۴۶) ۱ 

پرهان س صفحهٌ ۳ و لقطهٌُ () در خارح آن درنظر گرفته و پای عمودیکه از 0 بر ۳ 
رسم می‌شود با ]] نمایش مي‌دهيم . اگر مایلهای 00۷۲و 0۷ چنان باشند که 
71 -- ]]]1۷ باشد » (شکل ۳۶-۳) ؛ ابت می‌شود که 00۷۲-0۲ زیرا که در دو 
مثلث ]۱۴۲۷ و 11۷۲( راوبه‌های ]1 هر دو قانمه‌اند و ضلم ]]() مشترلد است و 
1 <- ]1۷]1» بنابراين دو مثلث متساویند و در نتیجه "0[6-]0. 

در همین‌شکلاگرمایل "]08) نسبت به صفحه ۳ چنان‌رسم شده باشدکه 1۲1171 
و نقطة ,]۷ را برپارهخط ]۷]1] چنان اختیار کنیم که ]]]۷[-- ,]۷ باشد در آن صورت 
(((0-< ]۷() و چون , ((6< 0۷ است نتیجه می‌شودکه ۷<01((). 


(۴-۱۰-۴) «عکس قضیه عا گر ازنقطه‌ای يك‌عمود وچند مایل نسبت به‌صفحه ای دسم‌شده باشند» 
پای مایلهای متساوی ار پای عمود به يك فاصله است» اگر مایلهایی متساوی نباشند مایلی که 


۸ 


ور گثر است پایش ارپای عمود دورتر است. 
اثبات به عهده دانش‌آموزان است, 


(۵-۱۰-۴) - فاصلة دو صفعحد متوازی- ازآنچه ذکر شد می‌توان نتیجه گرفت که اگر دو 
صفحه متمایز متوازی باشند» پاره خطهایی که بر دو صفحه عمود و از دوطرف به‌صفحه‌ها محدود 
باشند, مساوی یکدیگرند (چرا؟). هريك از اين باره خحطها درحتیقت فاصلةٌ يك نقطه دلخواه يك 
صفحه از صفحٌ دیگر است و آن‌را فاصلاً دو صفحه می گوییم فاصلاً هر صفحه از خودش دا 


صفر تعریف می کنیم. 


(۶-۱۰-۴) - فاصلة خط ازصفحة موازی باآن - اگر خطی با صفحه‌ای موازی باشد: همه 
نقعله‌های آن‌خط از صفحه به‌يك فاصله‌اند» (چرا؟). دراین‌صورت فاصلهً هر نقطةٌ خط را از صفحه 
فاصل خط ازصنحه می کویيم, یعنی ۰ 

فاصلخط از صفحذموازی با آن‌عبارت است ازفاصله هر نتَطهُ دلخواه خط از آن صفحه, 


تمرین 

۱- هر يك از عبادتهای زیررا چنان کامل کنید که يك گزارة درست حاصل شود, 

فاصله هر ننَطه () از صفح مفروض ۳ .... 

فاصله دوصفحه متوازی .... 

فاصلا هر حط از صفحه‌ایکه با آن خحط موازی است براپر است پا ... 

۲- ثابت کنید اگر دو نقطه ۸ و ۲ از منح مفروض ۳۳ به يك فامله و هر دو در یك 
طرف آن صفحه باشند» پاره خط ۸ موازی باصنحهُ ۳ است . 

۳- ابت‌کنید اکر دونقطهُ ۸ و 1 از صنحهٌ ۲ به يك ناصله و در دو طرف منحه ۳۲ 
باشند» صفحهٌ ۳ بر وسط پاره‌خط ۸13 می‌گذرد. 

۲ ثابت کنید مکان هندسی نقاطی که از دو نقطه ثابت ۸ و 1 به يك فابله ب-اشند» 
صفحه‌ای است‌که بر وسط پاره خط ۸3 می گذرد و بر آن پاره خط عمود است. 

۵ - خط ۵ و نقاط ۸۵ و 83 که باآن خط در يك صفحه واقم نیستند منروفند» بر خط ۵ 
نقطه‌ای مانند ر) مشخص کنید که مثلث :۸96 دررأس ز) متساوی‌الساقین باشد. 

۶ صفحه‌ای مشخص کنید که خط مفروض 4 را شامل باشد و دونتطه منروض ۸ و 1 
از آن به يك فاصله باشند. 


۸ 


(۱۱۰-۳) - زاویةدفصفحه - فر حه 


(۱-۱۱-۳)ت فرچه ح فرجه بخشی از فضا است 
که به دو نیم صفحه با مرز مشترك محدود می‌شود . 
مرز مشترله دو نیم صفحه را یال فرجه و هریم صنحه 
را يك وجه فرجه می‌نامند . فرجه وجه‌ها و پالهای 
خود را در بر دارد . اکر 1۳ و"۳] وجه‌های يك 
فرجه و 8 یال آن باشند, فرجه را با نماد (۳۲۵۳۳) 
نبایش مي‌دهيم. باهر دو نیم صفحه دو فرجهشخص 
می‌شو ند. در حالتی که اجتما ع نیم صنحه‌های ۲۳ و" يك صفحه تشکیل دهد هرك از دو فرجه 
بدست آمده يك نیم فضا است و خاصیتهای نیم فضا را قبلا دانستیم. در حا لتهای دیگر دو قرجه 
نابرابرند و می‌توان یکی دا پر زیر مجموصه‌ای از دیگری منطبق کرد. هر نقطه ]۷[ در فرجه 
کوچکتر را می‌توان چنین توصیف کرد: هر حعلی 
که از نقطه ]۷ بگذرد و وجه‌های فرجه را در 
و 8 قطم کند , نقطهٌ ]۷[ خارح ۸ و 1 قراد 
نمی گیرد. هر نقطه ۷[ درفرج بزر گتر دا می‌توان 
چنین توصیف کرد ؛ هرخعلی که از لفط ۱[ بگذرد 2 
و دو وجه فرجه دا در ز) و (1 قطم کند » نقطه ۷[ (شکل ۴ - ۳۸) 
ین ز) و (1 قراد نمی گیرد. 

فر جه درفضامانند زاویه‌است درصفحه؛» فرجه‌راگاهی‌ژاوی دوسطحی می گو‌نیم. 


شکل (۴ - ۳۷) 


(۷-۱۱-۴) - زاای؛ مسطحد فرحه - 
زاو یه مسطحه فرجهز او به‌ای است که‌در فرجه 
فرار گر فته و رأس آن نقطه‌ای از یال فرجه 
و هر غلم آن در یکی ازوجه‌ها بر یال 
قرجه عمود با شد. 

در شکل (۳۹-۴) ) ((18- که در 


آن‌ضلع ) روی‌صنحه ۳ وعمودیریال 


وضلم ۲() روی‌صنحة "۳ وعمودبر0 شکل (۴ - ۳۸) 
است» یلراویه مسطحه فرحه (۳0۳۲) است , 


۸ 


درهر نقطه ازیال يك‌فرجه» يك‌زاویه مسطحه می‌توال‌ساخت: یعنی‌هرفرجه‌زاویه‌های‌مسطحة 
بی‌شماردارد» اماهمه این‌زاویه‌ها مساوی یکدیکرند. ذیرااکر زاویه‌های 0۷ و "۳0۲۲ دو 
زاویه مسطحه‌فرجه ("]0) باشند» چون () و "6 در صفحة ۴ واقم بوده ور و6۷۲ 
بر صفحه "] قراردارئد , 


۷۳ ۱ ]| 0ج ل ۶ (),ع() 
و 9( (0 جس( 0 || ۷( را ۲ (), و( 


صقحه هرزاوی مسطحه يك فرجه بریال آن عموداست. (چرا؟)؛ بنابراین می‌توان گفنت: 
مقطم‌هر صفحه عمود بریال يك فرجه باآن فرجه» يك زاویة مسطحه فر‌جه است. 
(۳-۱۱-۴)سقحبه -ا گر زاو به‌های مسطحه دو فر جه معساوی ناشند تین کی مداوی بکد دگر ند . 

پرهان اگر و0« مسطعه فرحه (,"۳,0۳) و او مسطحهٌ فرح 
۳:0۳ و 0 پ 0 باشد؛ 
شکل (۴۰-۴) ,و فرجفل,"ظ,0,ظ۳) 
پیسحستر 
رادر زا جابه‌جا کنیم تا نول)» بر مساوی 
آن ,"پر منطبق شود» با توجه‌به 
آن که یالهای دو فرحه بر صنحه‌های 
دو زاویه مسطحة فرحه‌ها عمودند؛ ناچار 
خطهای 4 و که بر صفحه‌های زاویه‌ها 
۲ 1 ۳1 ۰ 
عمو د هستند. بر یکدیگر منطبق خو اهندشد؛ شکل (۴ - ۴۵) 
#ص‌ دز حالت‌انطباق زاویه‌های مسطحه ) 5 ۱ حده ۳ و۳ که در در خحل متقاطم () ز‌ ۱ 
(یا در دوخط ۲"( و ,۰0 مشتر کند بریکدیگرمنطبق می‌شوند؛ ژیرا بردو خط متقاطم تنها يك 
مرحه می گذرد. به‌همین دلیل در حالت انطباق دوراویه مسطحه؛ دو وحه ِ ۳ یف از دو 
قر حه‌روی‌هم فرارمی گیر ند» پس‌دو فرجه بریکدیگر منطبق خواهند شده بنا بر این‌مساوی‌یکدیگر ند. 
روشن | ست که دردو فر جه 4 متساوی زاو به‌همای مه مساوی یکدیگر زاب , یعنین عکص 


, قضیه فوق نیز مبحیح است, 


(6-۱۱-۴) انداز6 فرچه - هر فرچه با 

زاویذ مسطحه‌اش شناخته می‌شود » زیرا 
تسیر 

اگر 6007 یکی از زاویه‌های مسطحة 

فرجه ای باشد» شکل (۴۱-۴)؛ ودررأس 


۸۵ 


نظر بگیر یم + هريك ازوجه‌های فرجه با دو خط متقاطع 4 (<۱۷0۰0 0:0) مشخص می‌شود 
و بنابراین فرحه‌ای که 0 مسطحة آن است » مشخص می گردد. 

باتوحه‌به آن که درهر فر حه همه زاویه‌های مسطحه متساویند واندازه ژاویه مسطحه‌مستقل 
ازانتخاب رأس زاویه‌است» اندازء زاویة مسطحه به‌عنوان اندازهُ فرجه به کارمی‌رود. یعنی‌اندازء 
زاوی مسطحهُ هرفر جه راانداز؛فرجه درنظر می‌گیریم. 

اندارهء فرجه را مانند انداره ژاویه می‌توان برحسب درجه و دقیقه و ثانیه» یا برحسب 
گر اذ:: پا برحسب: داذیان؛ بیان گرق. 

زاویة دوصفحه - اگر دو صفحه متقاطع باشند» از تقاطم آنها فرجه‌هایی پدید می‌آید . 
مسطحه‌های فر جه‌های مزبور اندازءُ فرجه‌هارا مشخص می‌کنند. هريك ازاین زاویه‌های مسطعة 
فر جه‌هایی که پدید آمده‌اند يك زاویهٌ بین دوصفحه گفته می‌شوند ودرحالت کلی معمولاآن‌زاویه‌ر| 
که کوچکتر است زاوی بین دوصفحه می گیرند. بنابراین : 

زاویه بین دو صفحه؛ زاویه مسطحه فرجه‌ای است که از تقاطع آنها پدید می‌آید. به‌بیان 
دیگر , کر دوصفحه درخطی مانند 0 متقاطم باشند ودريك نقطه ازخط ‏ صفحه‌ای بر آن عمود 
کم ؛ این صفحه بادوصفحه مزبور دردوخط متقاطم است» زاویة بین دوخط مزبوررا زاویة بین 
دوصنحه می گوییم. 


(۵-۱۱-۴) -- فرحه های کوژ و کاو - 
دونیم صفحه که مرزمشتر لك داشته باشتد» 
دوفرجه مشخص می کنند که معمولا زاوية 
مسطحهٌ یکی از آ نهاز اوه گوژ ( کو چکتر از با 
برابر با"۱۸) و زاویةٌ سطحه دیگری ؛ 
زاو یه کاو( بزر کتر از ۱۸۰) است. ما نند 
زاویه‌های ,() و 0 درشکل (۷۲-۴). 

فرجه‌ای راکه زاویه مسطح آن‌گوژ باشد » فرجة کوژ و آن راکه زاوی مسطحه‌اش کاو 
باشد, فرجه کاو می گوييم. 

معمولا وقتی ازفرجة حاصلازدو نیم صفحه» به‌عنوان مطلق وبدون قیدئوع سخن‌می کوییم» 
مقصودهمان فرجه کوژ بین‌دو نیم صفحه است. درتعیین زاویه‌بین دوصفحه نیزعموماً درمطالعات 
خود زاویة کوچکتری راکه بین دوصفحه تشکیل می‌شود زاوی دوصفحد می‌گيریم. 

فرجة نیم‌فضا - فرجه‌ای راکه دووجه‌آن بريك صفحه و اقع‌باشند» فرجه نیم فضامی کوييم. 
اندازه زاویه مسطحه فرجه نیم‌فضا ۱۸۰۴ است. بنابراین می‌توان گفت ۰ 


شکل (۴ - ۴۲) 


و 


نیم فضا فرحه‌ای است نه اندازه زاویة مسطحه‌اش ۱۸۰۶ باشد , 
فرحةه قائمه _ فر حه قائمه آن است که اندازه ژاویة مسطحه‌اش ٩۰۳‏ باشد. هرفرحه قائمه 


نصف يك فرح نیم فضاست. 


۱- هريك ازعبارتهای زیررا چنان کام ی کنید که يك گزارة درست حاصل شود. 

- هرفرجه بادونيم صفحه که .... باتند مشخص می‌شود. 

هرفرحه دارای دو,.,., ويك. ,.. است. 

- هرفرجه بازاویةٌ مسطحه خود .... است. 

- فرجه گوژ فرجه‌ای است که .... 

۲- آیامی‌توانید صفحه نیمساز يك فرجه‌راتعریف کنید؟ هرفرحه چند صفحه نیمسازدارد ۲ 

۳ دوصفح متقاطم چند فرجه مشخص می‌کنند ؟ 

۴- دو نیم صفحه درچه‌صودت فرجه پدید می‌آورند؟ چند فرجه ؟ 

۵- اندازهُ زاویه مسطحه فرجه‌ای ۱۸۰۳ است» فرجه گوژ است یا کاو ؟ 

عی صفحه نیساز يك فرجه قائمه ازآن فرجه چه فرجه‌هایی پدید می‌آورد ؟ 

۷- آیا می‌توانید به‌همان‌صورت که درمورد زاویه‌ها دیده‌اید. فرجه‌های مجاود و مجانب 
ومتقابل به یال راتعریف کنید ؟ 

۸- دربارةٌ دوفرجة مجانب و متفابل به‌یال حه کزاره‌هایی می‌توانید بیان کنید؟ 


(۱۲-۴) - صفحه‌های عمود برهم 


 )۱-۱۲-۴(‏ تعریف - دو صفحة مثماطم رادر صورتی عمود برهم‌می گوییم که‌فر جه‌های بین آنها 
قائمه باشند . روشن است که اگر یکی از 
چهار فرجه گو ژی که از تقاطم‌دوصفحه پدید 
می‌آیندقائمه باشد, سه‌فرجه دیگ قائمه‌اند 
(چرا؟)؛ بنایراین : 

دوصفحة متقاطم دفتی بر هم عمود 
هستند که از تقاطم آنها فرجه های قائمه 
پدید آید شکل(۴۳-۴) . 


۸۷ 


شرط آن که د9صفحه برهم عمود باشند. 


(۲-۱۲-۴) قضیه - )گر خطی بر صفحه‌ای عمودباشد , هر صفحه که بر آن خط «گذرد» در صفحلا 
مغر دص عموداست , 

یعتی اگر ۳ یک‌خطو] و [ووم‌فحه. باغلنن ؛ 

رل )جح( )4 و ۱۷۳ 4) 

برهان - اگر در شکل (۴ -۳۴) ۰ خط 1 بر صفحه ۳ عمود بائه . آن سفحه را در 
نقطه‌ای مانند () قطم می کند. هرصنحة 0۱ که برحط 8 بگذرد, صفحة ۲ وا درخطی مانشد ل 
که بر تقط 0 می‌ گذرد قطم می کند 
(حرا ؟). واگر نبممخط 6( درصفحة ۳] 
بر خط ) عمود باشد: 
(<10 ۲ , 18 0) چ ۲ | ال 
اما خطهای 8٩‏ و »)0 که درنتطه 0 بر 
خط / عمودند به ترئتیب بر دو صفحهة 
و۳ واقعتد . بابراین. 80 شکل (۴-ع۴۴) 


مید فر حه بمن 3 صفجحه است ۴ جود ین راو یه تانق است؛ ۶ کت ۱ ۳ 
تیه ده رده در صورنی بر یکدیگر عمو دند که بلل خط ازیکی بردیگری‌عمو د باشد, 


(۳-۱۳-۴)- قضیه ] گرده صفحه برظم عمود باشند ؛ هر خط که در یکی از آآنها بر فصل‌مشهر کشان 
عمود باشد ؛ بر صفحلا دیگر عموذ است . 

برهان - فرض می کنیم که‌درشکل 
(۴۵-۴) ؛ دو صفحه ۳ و "۳ به صورتی 
در نظر گرفته شده باشند که "۳ ۲ و 
۱۳۰-8 ۲ باشد وخط 0۱ درصفحه "۳ 
برخط 6 ؛ فصل مشترلك دو صفحه عمود 


پاش دز این حصوزت باملاحئله آن که ۴۳ 


خحد ‏ و "0 دردو صفحه مفروض ودريك 


] ۳ شک ۳ ّ 
۳۳۳ بر فصل مش( آنها عمو د ند )10 وب خایره فر حه بجن دو صفحه است, اما دو یه 


خی ۳ 
برهم عمودند, بنابراین 000-4۰۳ و درنتیجه 8 ز ال و 118 پس ۳ [ 4 . 


۸۸ 


روشن است که پرهرخط 4 صفحه‌های بی‌شمارمی گذرد. پسیا گر خط 8 برصفحه‌ای مانند ۳ 
عمو د باشد همه صفحه‌هایی که بر 3 می گذرند پر صفحة <] عمودند. پنابر این ۰ 
بر هر خط عمود پر يك‌صفحه ) صفحه های بی‌شمار ععمو ۵ بر آن صفحه می گذرند. 


۱- هريك ازاين عبارتها راچنان کامل‌کنید که يك گزارة درست حاصل شود. 

- دونیم صفحه که مرزمشترلك داشته باشند درصورتی بر یکدیگر عمودند که .... 

- دوصفحه متقاطع وقتی بریکدیگر عمودند که ..., 

- برهرخط عمود بريك صفحه» صفحه‌های بی‌شمارمی گذرندکه همه آنها بر .... عمودند. 

برهر خط ازيك صفحه ,... می گذرد که بر صفحه مزبور عموداست , 

۷- آزهر نقطة واقم درخارح يك‌صفحه, چندصفحه عمود برآن صفحه می گذرد . 

۳ صفحه ونقطهٌ () روی۳ ونتطة ۸ خار ح۳ مفروضند. صفحه‌ای مشخص کنید که بر نقاط 
۵ و 0 بگذرد وبرصفحة ۳ عمود باشد. دروجود جواب بحث کنید, 

۴ صفحهُ ۳ ودونتطهُ ۸ و 8 درخارح‌آن صفحه مفروضند » صفحه‌ای مشخص کنید که 
بردو نقَطةُ ۸ و 8 بگذرد ویرصنحه ۳ عمود باشد (بحث) . 

۵- ثابت‌کنید اگریکی ازدوصفحه متوازی برصفحه‌ای عمودباشد» دیگری نیز بر آن‌صفحه 


عاعو د اسنت ‏ 


گراره‌هایی در بارا صفعه‌های عمود برهم 


(۴-۱۲-۴) - قضیه- ار ۵و صفحه بر یکد بگر مود با شندهر خط عمود بر یکی از آ نها باد بگری‌مو ازی 
است. 

برهان _ دوصفحه۳ و "۳ ويك‌خط 
" درنظرمی گیریم» چنان که"۳ ۳ و 
۳ باشد » شکل (۴۶-۴). گوییم 
اکرخط 3 باصفحد "۳ در نقطه‌ای مثلا 
فطهٌ () ء متقاطم باشد ‏ از نقطه () 
نیم‌عطی ما نند []() درصفحه "۲ می‌توان 
رسم کرد که بر خط 3 فصل مشترلك دو 
صفحه عمود باشد» به‌موجب قضیُ قبل 


۸1 


این نیم خط برصفحه ۳ عمود است. اماازهر نفطه فقط يك عمود بريك صفحه می‌توان رسم کرد؛ 
بساکرخط "8 ازنقطةُ 00 بکذرد لزوماً بر 014 منطبق‌است . یعنی: اط)3. 

پس 8 يا اصلا نقطهٌ مشتر کی پا "۰۳۳ ندارد و یا تماما ردی "1 قرار دارد. 

نتیحة ۱ - اکردوصفحه برهم‌عمود باشتد» خطی که ازيك نقطهٌ واقم بریکی برصفحة دیگر 
عمودباشد» بر مفحة اول منطیق خو اهد‌بود, 

فتیجة ۷ - | گردو صفحه متقاطم برصفحه‌ای عمود باشند, فصل مشترك آنها برآن صفحه 
عمود است . 

برهان- اگر دو صفحهٌ متقاطم 
" و ۳ برصفحه ۳ عمو دباشند و ۸00 
فصل مشترك آنها باشد» خطی که او نقط 
۸ می گذرد وبرصفحه ۳ عموداست برهر 
دوصفحة ۳۰ و ۳۳ منطبق خواهد بود» 
(نتیجه۱ ) وبنابر این فصل‌مشتر لك دومنحه شکل (۴ - ۴۷) 


است» یمنی فصل‌مشتر لدوصفحه "۳ و۳ خود برصفحه ۳ عموداست» ۳ ال (۸6شکل (۰)۴۷-۴ 


(۱۳۲-۴- ۵) «قضیه بر هر خط که بر صفحه ای‌عمو د ن,اشد , بك صفحه و فقط بك صفحه عمود بر صفحه 
مفروض م ی گذر د. 

برهان - صنعه ۳ وخط 4 را که 
بر آن عمود نیست درنظرمی گیریم؛ شکل 
(۴۸-۷) ۰ 

از نمط دلخواه]] روی يك خحط 
مانند ]۷[ می گذرد که بر صفحه ۲ عمود 


است . چون خط 4 بر صفحه ۳ عمود 
نیست ؛ دو خط 8 و 1۷]]۲۲ امتداد های شکل (۴ - ۴6۸) 
مختلف دارند وبنابراین دو خط متمایز ند که درنقطه 7 متقاطم هستند» بنابراین صفحه‌ای مانند 
"0 مشخص می‌کنند. این‌صفحه پرصفحةٌ مفروض 10 عمود است ( قضیه ۴- ۲-۱۲ ). 

حال ابت می‌کنيم صفحه‌ای که برخط 8 می گذرد و عمود بر صفحه ۳ است : متعحصر 
به‌یکی است. برای این‌متظور گوييم اگرصفحة دیکری» مثلا ۳ » شامل خط 4 و برمفحه ۲ 
عمود باشد:: 

ب (۳ ز 1017 ,32۳۳ , ۳ رز ۳ 

و ۹ 


یعنی‌صفحه "۳ نیز دوخط 1 و ]71 راشامل‌است‌وبنابراین همان صفحه "۳ است(چرا؟). 


تمرین 

- هريك ازعبارتهای زیررا چنان کمل‌کنید که يك گزارة درست حاصل شود. 

- | گر خطی باصفحه‌ای مواژی باشد.... صفحه بر آن می گذرد که بر صفحذمز بورعمودباشد. 

-اگرخطی بر صفحه‌ای .... باشد صفحه‌های بی‌شمار و جود دارندکه برآن خط می گذرند 
وبرصفحة مزبور ..,. 

- اگر صفحه‌ای بر دو صفحف متناطه جمووک: باکنل بز....آتها برد استح ‏ 

۷- آیا دوصفحه عمود بريك مفعه لزوما متوازیند؟ جرا؟ 

۳ صفحه ۳۲ وخط 4 ونتطة ۸ که خارج خط و صفحه‌است» مفروضند. صفحه‌ای‌مشخص 
کنید که بر نقطه ۸ بگذرد وباخط ‏ موازی وبرصفحه 1 عمود باشد (بحث). 

۴ -صفحه ]و خط 8 منطبق بر آن صفحه و خط دیگر [ که‌موازی آن‌صفحه است مفر وضند ؛ 


پاره خطی شخص کنید که بر قح ۲2 عمو د باشد ودو ۳ بردوخط [ ؛ 08 و اتم باشند ( بعت) . 


۹1 


خواندنی 
عمر خیام 

ریاضی‌دان» متجم : فباسوف وشاعر معروف ایرانی ؛ حکیم عمر خیام , ازمفاخر 
تاريخ تمدن انسانی است . نامش را غیاث‌الدین ابوالفتح عمر ضبط کرده‌اند و تولدش را 
در حدود ۴۳4 هجری قمری درنیشابوریا در حوالی آن شهر نوشته‌اند » به هرحال وی 
از نیشابود بود و در همان منطقه ژیست و در بیش‌از ۰ سال زند کی خویش تنها چند 
سفر کوناه داشت که از آن جمله سفر حجاز و اصفهان وهرات وبلخ درتاریخ آمده‌اند . 

خیام به علت تسلطی که بر فلسفه و جوم وریاضیات دائت از حکمای معروف دور 
اسلامی به شمار می‌رود وبا رباعیات معروفش, که هريك درقالب کلماتی چند يك دنبا 
معنی‌ومفهوم ارائه می کنند» درجهان‌متمدن شخصیتی شناخته شده و مورد احترام دارد. 

پژوهشهای عمرخیام دربخشهای مختلف نجوم» جبر ومتابله وهندسه درخورتوجه 
هستند و درهرزمینه رساله‌هایی از وی به یادکار مانده است که نت به آثار گذشتگان 
نو آوریها و تازه‌هایی را ارائه می‌دهند . 

روشی که خیام درحل مسائل به کارمی‌برد حکایت از این داردکه وی در مسئله‌های 
هندسه ازمعاد له‌های بر ی‌استفاده می کرده است ودرحل‌معادله‌های درحه سوم وید گیهای 
مقاطع مخروط را مورد توحه قرار می‌داده است. این درحتیتت يك قدم بزر کک درابتکار 
7( تحلیلی است . همان ابتکاری که د کارت در حدود چهار صد سال بعد به تدوین 
اصول آن پرداخته است , 

از کوششهای دیگری که در زمینة تلفیق‌مباحث مختلف‌ریاضیات به عمل آمده است 
تعر یف ذسبتهای مثلثاتی کمانها وزاویه‌ها واستناده از آنها درحل‌مسئله‌های هندسه ازطریق 
محاسبه .است . عمر خیام دراین زمینه نیز از پیشتدمان به شمار می‌رود و درپایه گذاری 
تقویم جلالی و مطالعات نجومی ؛ با همکاری حکمای معاصر خویش , از این روش بهره 
شایان کر فته است . 

درمقاله‌هایی که ازعمرخیام باقی‌مانده‌اند از توجه وی یه اعدادکنکک آثاری‌ارزنده 
دیده می‌شود و هرچند درزمان او رده‌بندی اعداد به صورت امروزی آن شکل نگرفته و 
عنوان نشده بودء اما ملاحظات آنان دربارة شناخت اعداد گویا و گنک شامل پیشر نتهایی 


است که به عنوان مقدمات شناسایی سیستم اعداد پایه‌هایی استو اربه شماد می‌روند وهنوز 


و سس 


در حل‌ود ۵ ه ترن وقت لازم بو د تا یکره اعداد یه صورت امر وزری آن شکل گرد 
کاهی در تاریخ تکوین تلم » مدتی درحدود هزارسال ء برای پیدایش يك نگره و 
پدیر فته‌شدن آن» زمائی چندان درا نون بنا بر این ره تعبیری می‌تو آن عمر خیام را از 


پایه گذاران نگره اعداد به شمار آورذ . 
۷ ۴ 


" مسائل یل 1 


۱- در متواژی‌الابلاع (۸]36:1 از نقط ۸ خطی رسم می‌کنيم تا قطر (1] یا امتداد 
آن را در نقطه ]1 و خطهای :196 و ([ن) را به ترتیپ در نقاط ۷[ و رآ قطع کند » ثابت 
کنید ۰ ۷۲۷[ . ,]۷[ ۸۱۷۲ . 

۲ - ذوزنقه محساوی‌الساقین (]61] ۸ بردایره‌ای محیط است . ثابت کنید نفتاط تماس 
دایرءٌ محاطی با دوساق آن و نعطه تقاطم دوقطر ذوزنته سه نقطه و اقم بريك خط راستند . 

پ سه نقطة ۸ و13 و ی) مفروضند؛ اولا ازنقطة ز) خعطی زسم کنیدکه نسبت فاصله‌های 
آن ازدونفطة ۸ و( مساوی عدد منروض 1 باشد» (مسئله چندجواب دارد؟). انیا درصفعة 
این سه نقطه خطی رسم کتبد که فاصله‌های آن ازسه نقطة مزبور به‌ترتیب باسه عدد ۲ و م۳ و ع 
متتاسب باشند (مسئله چند حو اپ دارد؟). 


۴- تقطم‌های ]3 و ۷ به‌تر تیب بر ضلمهای ۸ و :۸0 از مثلث )۸۳ چنانند که 


مب ات ما کر ۷۷ امتداد 67 را در ب] قطع کند » سبت را رسب اوق 
بلست آور ید . 


۵ - دوخط متقاطم 8 و "8 و نقطه هر درصفحة ۳ مفروتند » برنقط هر خطی مرو 
دهید که دوخط 8 و 8۱ را به ترتیب در نقاط ]۲۷ ول قطم کند و : اولاً ۸7 -- 3۲۸ ثائیا 
۱-۲ ۸۵]:۸ باشد ( 1 عدد مفروضی است ) . در حسالتی که 0 و ل موازی باشند 
(بحث کنید) . 

- درهثلث :۸86 خطی موازی ضلم :96 رسم می‌ کنيم تا دوضلم ۸13 و ن۸ را 
به ترتیب در نقاط ]1۷ و [[ قطم کند . نقطه تلاقی دوپاره خط 21۷۲ و ] را می‌نامیم 
مکان هندسی نقط ۳ را وقتی پاره خط ۷](۷[ تغییر می کند تعیین کنید , 

۷ - درچهار ضلعی گوژ (۸19):1 خطی موازی قطر (]9 رسم می کنیم نا اضلاع .۸ 
و (۸1 را به ترتیب درنقاط ]8 و ۷ قطم کند و خط دیگری موازی همان قطر رسم می کنيم تا 
به املاع ر6] و (آر) به ترتیب درنقاط ]1 و "۷ برخورد کند . ثابت کید دوخط ۱3۷۲۲ 
و 1۷۷ در نقطه‌ای واقع بر فطر )۸ تلاقی می کنند با با قطر ۸۸ موازیند . در چه صورت 
موازی )۸۸ هستند ۲ 


1۳ 


۸ - دومستطیل متشابهند. اندازه های درازاهای آنها به نسبت ۳ وم هستند. اکراندازء 
درازا و پهنای مستطیل کوچکتر به ترنیب 4 و ۵ سانتیمتر باشند » اندازه های درازا وپهنای 
مستطیل بزر کتر را تعین کید . نسبت تشابه در این دوشکل چیست ؟ نسبت مساحتهای آنها را 
تعیین کنید . آیا نت مساحتها با نسبت تشابه یکی است ۴ 

٩‏ - دومثلث متشابهند» اندازه های دوضلم از مغلت اول ۰ و ۳۵ واندازه های دوضلم 
ار مثلث دوم ۱۴ و و سانتیمترند . اندازء سومین تیلم هرمثلث دا تعیین کنید . 

۰ - درلوزی (۸01 زاويهٌ ۸ مساوی "۶۰ است » از رأس ر) خطی اختیاری رسم 
می‌کنيم تا ضلع ۸9 را در نقطهٌ 16 و امتداد نم (]۸ را درنقطة ر[ قطم‌کند . ثابت کنید 
مثشهای (۷][81[ و ر[۳(] متشابهند . 

۱ - درسلث ۸۸36 زادية ۸ از دو زاويةٌ 3 ور) بزر گتر است. برضلم :136 نقطه‌های 
و 1۷ را چنان اختبادمی کنیم که ]۸۷ د ۸۸۷ به ترتیب با اضلاع ۸3 و ن۸ زاویه‌هایی 
۹1۳۹ ۳ تشکیل دهند . ثابت کنید اولا مثلث ۸۷۲۷ متساوی‌السافین است. ثانبادومطت 
7 د اآان) ۸ با مشلث ,)۸۸13 متشابهند و در نتیجه خود با یکدیکر متشا بهند و ازآنجا نتیجه 
بگیرید که ۸۷۲-۸0۷۲۷۲07 

تحقیق کنید درچه صورت دوخط ]۸3۷ و ۵ بریکدیگر منطبق می‌شوند و دراین حالت 
خط مز بور کدام‌يك ازاحز ای‌مثلث است و رابطه فوق به چه صورت‌تبدیل می‌شود؟ آیامی‌توانید 
از صورت اخیر رابطه گزاره‌ای در بارة نو غ آن مثلث بیان کنید. 

۲- در مثلث ر)3] هر زاویه ۸ قالئمه / 
است. ار تفا ع ۸3 را رسم کنید. بر ضلع 
8 مربع ۸۰ ۸ دا با کنید و برباره 


خط 871[ ستطیلی بسازید که ضلع دیگر آن ۱۷1 
مساوی )13 باشد ۷ بت کند درشکل( ۱ 1 ح< 3 
<< ۸۸۸۲ 


رابطه بين مساحت مثلث 1۱۳ 
را با مساحت‌مربم ۸ "۸9 وهم‌چنین 
رابطه بین مساحت‌مثلث ,۸13 را با مساحت 
مستطیل 11 ۳۲ ,۳] تعیین کنید . از این استدلال 
چه نتیجه‌ای می گیرید ۴ 

۳- ابت‌کنید اگردرمثلث قائم‌الزاویه‌ای‌اندازم یکی از زاویه‌های حاده "۵و باشد؛ 


شکل ۱ 


1۵ 


اندازة ارتفاع وارد بروتر آن 2 اندازه وتر است . 

۳- درمثلث‌قائم الزاویه‌ای اندازة يك‌زاویه "و و است و اندازة يك ضلم زاویذ تائمه ۱۲ 
سانتی‌تراست. انداژه‌های اضلاع و زاویه‌های دیکر مثلث و ائدازء ارتفاع وارد بر وتر را 
حساب کنید ( مسئله دا در دو حالت حل کنید). 


۵ - در شکل ( ۷ ) چهارضلعی (آظ۸۵ 
مر بعی است که اندارهٌ هر ضلم آن مساوی و است.: 
تقاط ۸۱ و" و" و "(1 وسطهای اضلاع مر بعند. 
ثا بت کنید چهارضلعی ۷]([]0 مریم است , 
مساحت این مرب را برحسبه تعییل کنید . 


۱۶ _ در ذوژئتة متساوی‌الساقینی اندازه‌های دوقاعده به ترئیب ۱۶ وم سانتیمتر ویکی 
از زاویه‌ها *۰ع است . مساحت و محیط ذوزنته دا حساب کنید (اندازه هريك از دوقطر و 
پاره خطهایی را که دوقطر بریکدیگر حدا می کنند تعیین کنید . اگردوساق ذوزنقه‌در نطه () 
یکدیگر را قطم کرده باشند ء اندازه‌های اضلاع هريك از دومثلتی راکه نقطهٌ (0 رأس ویکی 
از قاعده‌های ذوزنقه قاعدة آنها است تعیین کنید . 
۷ - ثابت کنید نیمسازهای زاویه‌هایی که از تلاقی اضلاع مقابل يك چهارضامی محاطی 
پدید می‌آیند» بریکدیگر عمودند . 
۸ - برقطر ۸18 از نیمدایره‌ای به شعاع 1 نقطهُ ]9 را چنان اختیار می‌کنيم که 
۲ - ۸ باشد . دو نیمدایره به قطرهای ]۸۷ و ]191۷ رسم می‌کنيم » مساحت محصور بین 
سه یمدایره را برحسب > و 8 تعیین کنید (در ۴ حالت). 
ثابت کنید درحالتی که هرسه نیمدایره دريك طرف قطر ۸3 واقع باشند. مساحت محصور 
بین آنها با مساحت دایره‌ای به قطر 1۷۲۳ برابر است ( نقطه ۳ محل تلاقی نیمدایرء مفروض 
با عمودی است که در نقطه ]1۷ برقطر ۸ رسم می‌شود). نقط ]1۷ را به چه فاصله از نقطة 
باید اختبار کرد نا یمدایره‌های مرسوم دد این حالت سطح نیمدایر؛ مفروض را به دو جزه 
هم ارز تجز به کنند. مجمو ۶ درازاهای دو نمدایره را حساب کنیل 
4 - نیمدایرٌ به قطر 8 ۸ را درنظر گرفته‌و نتَطة ]۷[ را بر قطرانتخاب می‌کنیم‌ودونیمدایره 
به تطرهای ]۸(۷ و ۷۲8 رسم می‌کنیم . تحقیق کنید مجموع درازای دونیمدایره با درازای 
ثیمدايرء مفروض چه رابطه‌ای‌دارد. برپاره خط ]۸۷ نقطه‌ای مانند ]۷[ اختیار کرده و به‌قطر- 
های "۸7۷۲ و ]۷۲۱1۷[ دونیمدایره رسم می کنيم» مجموع درازاهای‌دونیمدایرة اخیر با نیمدايرة 


۱۶ 


به قطر ۸۷1 چه رابطه‌ای دارد؟ نفطة 1۷۲ را برپاره خط (]]1۷ اختیار کرده و به اقطار ۷۲۷۲[ 
و 1 ۷ نیمدایره‌هابی‌رسم می کنیم» مجموعدرازاهای چهارنیمدایره با درازای‌نیمدایرء مفروض 
چه رابطه‌ای دارد؟ اگر این کاررا ادامه دهیم» نیمدایره‌ها تدریجا به قطر ۸3 نزديك می‌شوند. 
چه نتیجه‌ای می‌توانید داشته باشید؟ آیا دراژای قطر و با نیمدايرة مفروض یکی‌است؟ نتیجه 
را چگونه توجیه می کنید ؟ 

- دوصفحه مواژی ۳ و "۳ وخط (]که موازی آنها نیست مفروضند » خطی مشخص 
کنید که ازنقطذمعین ۸ بگذرد وخط (] را در نقطه‌ای مانند 0 و دوصنع ۳ و ۳٩‏ را درتقاط 
و "۷ قطم کند جنان که نقطة () وسط ۱۷17۲ باشد . 

۱- دوخطمتنافر (] و "(1 وخط ۵ كه‌باهيچ‌يك از آنهامو ازی ئیست مفروضند» خطی مشخص 
کنید که سه خط مي بوررا به‌تر تیب درئتاط ]۷ و ۲ و 0 قطم کند ونقطهُ (0 وسط ]۷[ ]۷[ باشد. 

۲ - دوخط متنافر 4 و "8 مفروضند . ابت کنیه برای آن که بتوانيم برخط ‏ صفحه‌ای 
مرور دهیم که برخط " عمود باشد, باید دوخط مزبور برهم عمود باشند . 

۳- از نقطه () واقع درخارج سفحة ۳ خط 4 را عمود برصفحه درنظر گرفته و ازهمان 
نقطه خطی مانند ۸۱ را عمود برخط 8 از صفح ۳ درنظر می گيریم» ثابت‌کنید پاره خطی که 
پایهای دوعمود را به هم وصل می کند برخط 6 عمود است . 

۲۳- ثابت‌کنید ا گرخط وصفحه‌ای بريك خط مفروض عمودباشند» موازی یکدیگرند, 

۵ ثابت کنید مکان هندسی نقاطی که از يك صفحه 1 به يك فاصله‌اند» دوصفحٌ موازی 
با صمفحه ۳[ است. 

۶- مکان هندسی نقاطی را تعیین کنید که از سه رأس يك مثلث به يك فاصله باشند. 

۷- نقاط ۸ و 8 و :) غیرواقم بريك خط راست و نقطة () خارح صفحد آنها مفر وضند؛ 
صفحه‌ای مشخص کنید که نع () را شامل باشد و سه نقطه ۸ و 8 و :) از آن صفحه به يك 
فاصله باشند, 


۹۷ 


